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2014. SUPLENTE JUNIO. OPCION B.EJERCICIO 1.

Sea f : R — R la funcién derivable definida por
a—x

fx) =

donde In denota el logaritmo neperiano.
a) [1,25 puntos] Calculaa y b.

si x<1

b
—+Inx si x>1
X

b) [1,25 puntos] Paraa = 3y b = 2 calcula los extremos absolutos de f en el intervalo [0, ¢] (abscisas donde

se obtienen y valores que se alcanzan).

a) En primer lugar analizamos los posibles puntos de
discontinuidad de la gréfica de f, que seran aque-
llos en los que no estd definida (anulan el denomi-
nador, etc..) y en los que cambia la definicion de
la funcién (donde pasamos de una funcién a otra).
En nuestro caso solo tenemos un tnico punto con-
flicto que es aquel en el que cambia la definicién
de la funcién, x = 1. Excluyendo el resto de va-
lores porque cada uno de los trozos que componen
la funcién son continuos y derivables en su domi-

nio.

Al indicarnos el enunciado que la funcién es deriva-
ble, es condicién indispensable que también sea conti-
nua en dicho punto, empezamos estudiando su continui-
dad.

Estudiamos continuidad en x = 1:

f(1)y=a-1

lim (a—x)=a—1
x—1-

li ’ ! ’ In(l)=">
im E—an —I—Fn()—

x—1t

Una funcién f es derivable en x = a si cumple:

m Es continua en x = 4, que se verificard siy
solo si:

® Existe f (a), existird siempre que a
pertenezca al dominio de f.

* Existe lim f(x), para ello los li-
mites laterales deben de coincidir,
li =1 =0b =l
i ) =g, fe) =0 =i
f(x)=b.

® El limite sea igual al valor de la fun-

cion, f (a) :iz_rgf(x).
m [as derivadas laterales coinciden,

fr(a7) = f(a").

Por lo tanto si una funcién es derivable en x = a
también es continua, pero si una funcién es conti-
nua puede que sea derivable.

Para que sea continua debe existir / im1 f (x) y solo es posible si los limites laterales coinciden, igualdndolos
X—r

obtendremos una relacién entre ambas variables.

lim f(x)=a—1=b=1Ilim f(x) >a—-b=1
x—1- x—1t
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Paraa — b = 1, se verifica que f (1) =I im1 f (x) y por lo tanto la gréfica de f es continua en x = 1, procede-
X—

mos a estudiar su derivabilidad calculando previamente su derivada.

a—x si x<1

fx)=19 »

—+Inx si x>1
X

-1 si x<1
ffx)=q 0ox—b-1 1
T—i_; si x>1

1 siox<1
ffx)=3 1 b

- st x> 1
X X

Estudiamos derivabilidad en x = 1:
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(1) =Ilim —1=-1

x—1—
£ (1) = lim LA I
o1+ \x x2 1 1

Para que sea derivable los limites laterales deben de coincidir, igualamos ambos limites, obteniendo el va-
lor de la variable b.

fram) =00
—1=1-b—>b=2

Ahora que ya conocemos el valor de b solo tenemos que sustituir en la condiciéon de continuidad para ob-

tener el valor del pardmetro que nos falta.

a—b =1 a—2 =1 a = 3
— —
{ b = 2 { b = 2 {b = 2

La gréfica de f serd derivable en todo su dominio paraa =3y b = 2.
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b) Para a = 3 y b = 2 nuestra funcién es:

3—x si x<1

fx) =

—+Inx si x>1
X

Gracias al apartado anterior sabemos que para dichos
valores la funcién es continua y derivable en todo su
dominio. Para estudiar los extremos absolutos calcu-
lamos previamente sus extremos relativos, para ello
necesitamos f’(x) (ya calculada en el apartado an-

terior en funcién de b, solo debemos sustituirla por
2).

-1 si

fflx)=9 1 2
—— s
X X

x <1

x>1

Imponemos la condicién f' (x) = 0, al ser una funcién a
trozos igualamos a cero cada uno de ellos, pero solo se-
ran validas los valores de x que se encuentren dentro de
su dominio.

Para x < 1:

fa) = -1 o

Solucién no vélida, es absurda

fix) =

Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
los puntos donde la funcién no es diferenciable
asi obtendremos los punto criticos, que seran los

posibles maximos, minimos o puntos de inflexién.

Siendo f (x) una funcién continua en el interva-
lo [a, b] y derivable (a, b) podemos determinar la
monotonia si estudiamos el signo de f’ (x) pues:

m Sif/(x) > 0 para toda x € (a, b), entonces
f es estrictamente creciente en el intervalo

(a, b).

m Sif’ (x) < 0 paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente decreciente en el inter-
valo (a, b).

En los valores de x donde pasamos de crecer a
decrecer tendremos un méximo relativo, mientras
que si pasamos de decrecer a crecer tendremos un
minimo relativo.

x1 = 0 Se rechaza

Parax > 1:
, 1 2 1 2 1 2 ) )
fl(x) = T 2 ;—;=O;;=E;x=2x;x—2x:0
x-(x—2) =
fa = o | TP

x—2=0— xp = 2 Se admite

De las dos soluciones obtenidas solo serdn validas aquellas que sean mayores a 1, x > 1, en consecuencia

debemos de rechazar la solucién x; = 0.
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Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando el tinico punto critico x = 2, junto con x = 1 por ser donde
pasamos de una funcién a otra y sus extremos serdn los valores entre los que se encuentra definida, es decir

entre Oy e.

Intervalos (0, 1) (1, 2) (2, e)

Signo de f’ (x) ff(x)<0 | ff(x)<0 | f'(x)>0

Comportamiento de f (x) | \, Decrece | \, Decrece | " Crece

Por definicién donde se produce un cambio en la monotonia (y no es un problema del dominio) nos encon-
tramos ante los maximo y minimos relativos de la funcién, en nuestro caso para x = 2 pasamos de decrecer
a crecer en consecuencia tenemos un minimo relativo. Ahora calculamos la imagen de x = 2 para obtener

su valor en el eje de ordenadas (eje OY)) sustituyéndolo en f (x).

2
f(2)= 5t In(2) =1+1n(2) =~ 1,69 — Minimo relativo en el punto A (2, 1+ 1n(2))

Como el enunciado nos pide los extremos absolu- |

tos, valores méaximos y minimos que alcanza la fun- Segtin el teorema de Weierstrass si una funcién

f es continua en un intervalo cerrado y acotado

cién, al estar acotada estos pueden alcanzarse en los
[a, b], entonces hay al menos dos puntos c y d per-

extremos de acotacion, en nuestro caso x = 0y tenecientes a dicho intervalo donde f alcanza sus
x = e, 0 en los propios extremos relativos, sencilla- valores extremos absolutos.
mente calcularemos la imagen de f en los extremos Para determinar los extremos absolutos o globa-

. les nos bastara con calcular las imagen de sus ex-
del intervalo dado y los compararemos con los ex- , ,
tremos relativos y de los extremos del intervalo,

tremos relativos, aquel que nos de la magen con el siendo su maximo y minimo absolutos aquellas

valor mas alto serd nuestro méximo absoluto mien- con el valor més alto y mas bajo respectivamente.

tras que el mds bajo serd nuestro minimo absolu-

to.

f(0) =3 —0 =3 — Maximo absoluto en el punto B (0, 3)

2 2
f(e):2+ln(e):E—lzl,73

Nuestro méximo absoluto se alcanza en x = 0, tomando un valor de 3 y el minimo absoluto en este caso

coincide con el minimo relativo.

f (x) tiene un minimo absoluto en A (2, 1+ In (2)).

f (x)tiene un méximo absoluto en B (0, 3).
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2014. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION B.EJERCICIO 1.

Considera la funcién derivable f : R — R definida por

eX — X
fa)y=q " o<
ax—+b si x>0
a) [1,75 puntos] Calcula a y b.
b) [0,75 puntos] Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = —1.

a) En primer lugar analizamos los posibles puntos de
discontinuidad de la gréfica de f, que serdan aque-
llos en los que no estd definida (anulan el denomi-
nador, etc..) y en los que cambia la definicién de
la funcién (donde pasamos de una funcién a otra).
En nuestro caso solo tenemos un tnico punto con-
flicto que es aquel en el que cambia la definicién
de la funcién, x = 0. Excluyendo el resto de va-
lores porque cada uno de los trozos que componen
la funcién son continuos y derivables en su domi-

nio.
Al indicarnos el enunciado que la funcién es deriva-
ble, es condicién indispensable que también sea conti-

nua en dicho punto, empezamos estudiando su continui-
dad.

Estudiamos continuidad en x = 0:

f(0)=a-0+b=0b

. ef—e ™ 1-1 ND LA
A T2 o0 o
et —e Y (—1) eX+e
lim = lim =
x—0~ x—0~ 2
1+1
==

Il
S

lim (ax+b) = f(0)

x—0t

Una funcién f es derivable en x = a si cumple:

m Es continua en x = 4, que se verificard siy
solo si:

® Existe f (a), existird siempre que a
pertenezca al dominio de f.

® Existe lim f (x), para ello los li-
mites laterales deben de coincidir,
li =1 =0b—li
i ) =g, 76 =0 =i
f(x)=b.

® El limite sea igual al valor de la fun-

cion, f (a) :){mf(x)

m Las derivadas laterales

fr(a7) = f(a").

coinciden,

Por lo tanto si una funcién es derivable en x = a
también es continua, pero si una funcién es

continua puede que sea derivable.

Las indeterminaciones % y = podemos resol-
verlas aplicando de forma directa la regla de
L’Hopital, la cual nos dice que dicho limite es
igual al limite obtenido de derivar numerador y
denominador de forma independiente:

G C)
m

x—k& (x) B x—)ngcg/ (x)

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Para que sea continua debe existir / in% f (x) y solo es posible si los limites laterales coinciden, igualdndolos
x—

obtendremos b.

lim f(x)=1=b=1Iim f(x) >b=1

x—0~ x—0*
Para b = 1, se verifica que f (0) :liﬂ(z] f (x) = 1y por lo tanto la gréfica de f es continua en x = 0, proce-
X—

demos a estudiar su derivabilidad calculando previamente su derivada.
e —e*

fay=q " <0
ax+b si x>0

(e —e™™ (=1))-2x—(e"—e™) 2 Z-(xe"+xe* —e"+e7¥)

si x<0
fH(x) = (2x)? 2
a si x>0
xe* +xe* —e* +e ¥
f/ <x> _ 722 si x<0
a si x>0
Estudiamos derivabilidad en x = 0:
xeX +xe ¥ —e*4+e* 0-14+1 0 I'H
"0 =1 = = —IND
fo7) = lim 222 20 o0 7
y l-e*+x-e*+(1l-e¥+x-e*-(=1))—e"+e " (—1)
_xirg— 4x N
Kt xe e —x e e xe¥—x-e X x-(eF—e7Y)
= lim =Ilim — =lim — L =
x—0~ 4x x—0~ 4x x—0~ 4x
y ef—e ™ 1-1 0 0
=l = g

Oty =1Ilim a=a

x—0t

Para que sea derivable los limites laterales deben de coincidir, igualamos ambos limites y resolvemos la
ecuacion para obtener el valor del parametro a.

F1(07) = £ (07) »a=0

La gréfica de f serd derivable en todo su dominio paraa =0y b = 1.
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b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en x = —1 tiene la siguiente expresion:
y=f(=D=f (=1 (x=(-1)) ©)
Al tratarse de una funcién a trozos seleccionaremos aquella que tome el valor x = —1, que en nuestro caso
X — X
serd f (x) = sy Primero calculamos f (—1).

A continuacién f’ (—1), pero para ello debemos calcular f’ (x), ya resuelto en el apartado a).

- eX —e " , B xe* +xe * —e* +e ¥
fx)= o = f(x) = 2x2
1) e T4 (=1)-e (D el o= (=D —elr—elg4r —2¢71 1
f/ (_1) — ( ) ( ) ¢ 5 ¢ = ¢ = = —eil = ——
2-(-1) 2 2 e

el—e 1
Y= =y (x + 1) expresada en forma punto-pendiente.

Aunque a continuacion la reescribiremos para expresarla en forma explicita.

el —e 1 , el —e 1 . 1 1 el —e
Y= e ) g = e D) y = (e ) -
1 2
x 1 el—e —2x—2—e¢l.e+e? —2x—2—g-e—|—e
Y=t T YT 2 I 2e
—2x—2—1+¢ 2x > -3 1 -3
y= 20 YT T T e YT T T e

1 e2—3

La ecuacion de la recta tangente a la graficade fenx = —lesy = — P + e
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