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2012. TITULAR JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 1.

Sea la funcién f : R — R definida por f (x) = e* (x —2)
a) [1 punto] Calcula las asintotas de f.

b) [1 puntos Halla los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan) y los

intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

¢) [0,5 puntos] Determina, si existen, los puntos de inflexién de la grafica de f.

a) Una funcion puede tener asintota vertical (AV), horizontal (AH) y oblicua (AO).

AV: Al no tener problemas en el dominio no existen A.V.

AH: Cuando nos aparece ¢* 0 ¢~ * es muy recomendable
reescribir los limites pedidos aplicando propiedades de
las potencias, para asi evitar la aparicion de ciertas inde-
terminaciones mas complejas. A continuacién calculare-
mos los siguientes limites teniendo en cuenta lo expues-

to.

Jim g (x2)

[ Aplicamos propiedades de las potencias |
— {,Zb = L —
= a-b -
I ef(x—2) = = |
x—2 — ©0 — /
= lim = = IND LA,
x——oc0 ¢~ X e—(—“) [e]
1 1 1
= lim = = =0
x——oc0 —e =¥ —e—(—) —00

La gréfica de f posee asintota horizontal por la ra-
ma izquierda, al obtener 0~ cuando x tiende a —oo,
sabemos que por la rama izquierda la grafica de
f se aproxima por debajo de la asintota horizon-
tal.

Una recta y = k es una asintota horizontal de la

grafica de f si:
Jdim =k o tim =k

Si al realizar los limites obtenemos un co decimos

que la gréfica no posee asintota horizontal.
En funciones racionales de polinomios si el grado
del numerador es mayor al grado denominador

no tendra Asintota Horizontal.

Al trabajar con 40 y el nlimero e debemos tener
en cuenta:

m Para x = +oo0 entonces ¢* es e7® = 4oo.

1
m Para x = +oo entonces e ¥ = — es e~ ® =
e
1 1 0
e T
1
m Parax = —coentonceseXese ® = —— =
et
1
—=0.
“+o0
m Para x = —oo entonces e ¥ es e (%) =
eT® = fo0.

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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lim e* (x —2) = e - (+00) = 400 (+00) = 400

X—r+o0

No tiene AH por la rama derecha.

AO: No posee porque presenta AH, al no tratarse de funciones racionales, irracionales y funciones a trozos
no es necesario calcular si posee asintota oblicua para +co.

La recta y = 0 es la asintota horizontal a la gréfica de f por la rama izquierda.

b) Calculamos f' (x) : |

Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
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los puntos donde la funcién no es diferenciable
asi obtendremos los punto criticos, que seran los
posibles maximos, minimos o puntos de inflexion.
Siendo f (x) una funcién continua en el interva-
flix)=e-(x—2)+e - (1—-0) = lo [a, b] y derivable (a, b) podemos determinar la
monotonia si estudiamos el signo de f’ (x) pues:

= Sif’(x) > 0 paratoda x € (a, b), entonces

= [ Sacamos factor comiin a e* } = f es estrictamente creciente en el intervalo
(a, ).

m Sif’(x) < 0paratodax € (4, b), entonces
— eX. ( x—24+ 1) = f es estrictamente decreciente en el inter-
valo (a, b).

En los valores de x donde pasamos de crecer a

X . . .
=e" - (x — 1) decrecer tendremos un méximo relativo, mientras
que si pasamos de decrecer a crecer tendremos un
minimo relativo.

Imponemos la condicién f' (x) = 0, para determinar los

puntos criticos:

Fa) = et -1
fa) = o

Resolvemos la ecuacion obtenida.

e #0

et (x—1)=0—
x—1=0—=x=1

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 5
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Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando el punto critico obtenido anteriormente x = 1.

Intervalos (—o0, 1) (1, 400)

Signo de f’ (x) fl(x)<0 | f(x)>0

Comportamiento de f (x) | \, Decrece | " Crece

Por definicién donde se produce un cambio en la monotonia (y no es un problema del dominio) nos encon-
tramos ante los maximo y minimos relativos de la funcién, en nuestro caso para x = 1 pasamos de decrecer
a crecer en consecuencia tenemos un minimo relativo. Ahora calculamos la imagen x = 1 para obtener su
valor en el eje de ordenadas (eje OY)) sustituyéndolo en f (x).

f(1)=e'(1-2)=¢-(—1) = —e — Minimo relativo en el punto A (1, —e)

f (x) es estrictamente decreciente en (—oo, 1).

f (x) es estrictamente creciente en (1, +o0).
f (x) tiene un minimo relativo en A (1, —e).

c) Calculamos f” (x) :

f/ ( x) — pX. ( X — 1) Calculamos la curvatura y los puntos de inflexién
imponiendo la condicién f” (x) = 0.
Para poder determinar la curvatura estudiaremos

ffx)=e"-(x=1)+e*-(1-0) = el signo de f” (x):

, m Si 7 > 0 entonces f es convexa .
= [ Sacamos factor comun a e* } = f f )

m Si " < 0 entonces f es concava ().
=er-(x—141)=
En los valores de x donde pasamos de céncava a
convexa o viceversa tendremos los puntos de in-

o oX L
=Xx-e flexioén.

Imponemos la condicién f” (x) = 0, para determinar los

posibles puntos de inflexién:

1) = xee
frx) = 0

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Resolvemos la ecuacion obtenida.

x-ex:O{ X £ 0

x=0

Estudiamos el signo de f” (x), incorporando el posible punto de inflexién x = 0.

Intervalos (=00, 0) (0, +o0)

Signo de f” (x) f"(x) <0 f"(x) >0

Comportamiento de f (x) | Céncava (1) | Convexa (U)

Por definicién donde se produce un cambio en la curvatura (y no es un problema del dominio) nos encon-
tramos ante los puntos de inflexién, en nuestro caso para x = 0 se produce dicho cambio y por lo tanto se

trata de un punto de inflexién de f. Ahora calculamos la imagen de x = 0 para obtener su valor en el eje

Ll
=
=
O
=<
=
o
=
<
Z
=
o
=9
©
=
4
-
o
=
<
-
-
=
=
o
b
(=]
N

de ordenadas (eje OY) sustituyéndolo en f (x).

0) =e’(0—2) =1-(—2) = —2 — Punto de inflexién en el punto B (0, —2
p

La grafica de f posee un punto de inflexién en B (0, —2).

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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2012. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION B.EJERCICIO 1.

e—x
Sea f la funcién f definida por f (x) = T parax # 1.
a) [1,25 punto] Estudia las asintotas de la grafica de la funcién f.
b) [1,25 puntos] Halla los extremos relativos (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan) y los

intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Calculamos el dominio de f (x): |

El dominio de una funcién racional (que tenga x
en el denominador) son todos los valores menos
domf(x)={xe€eR:1—x#0 .

f ( ) { < 7 } los que anulan el denominador. Calculamos su
dominio simplemente igualando su denominador
1—-x=0— x=1 a cero y resolviendo la ecuacién que obtendremos,
asi su dominio serad todos los niimeros reales me-

nos las soluciones que hemos obtenido.

domf (x) =Vx € R\ {1}

a) Una funcién puede tener asintota vertical (AV'), hori-
zontal (AH) y oblicua (AO).

AV: En funciones de cociente de polinomios sabemos —

que las asintotas verticales corresponden a los valo- RS S (SR TR en iR va il e B RS

. fica de f si:
res que anulan el denominador y no anulan al nu-
merado. En este caso solamente ocurre para x = lim f=+c0 o lim f=+co
x—k- x—k+t

1.

Siendo k las raices reales del denominador que no
lo sean del numerador.
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Estudiamos los limites laterales para conocer la posicién

de la gréfica de f respecto a su asintota vertical.

Para x — 1: (.

Posicién de la grafica respecto a la AV

e X e—l ————————————————————————————————————————
lim = — = 4o
y—1-1—x 0t /A
e e !
_ — o

li _
1T o0

Tiene AVenx =1

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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AH: Cuando nos aparece e* 0 e~ es muy recomendable (N

reescribir los limites pedidos aplicando propiedades de Una recta y = k es una asintota horizontal de la
las potencias, para asi evitar la aparicién de ciertas inde- grafica de f si:

terminaciones mds complejas. A continuacién calculare- lim f =k lim =k
m = 0 m =

mos los siguientes limites teniendo en cuenta lo expues- rome Forhee

Si al realizar los limites obtenemos un co decimos

to.
que la grafica no posee asintota horizontal.
—x +oo En funciones racionales de polinomios si el grado
e e + L'H
lim = = IND — del numerador es mayor al grado denominador
x——00] — x +o0 “+o00

no tendra Asintota Horizontal.

lim ——= lim e ¥ =™ = +o0 . ,
x——0c0 —1 X——00 T Posicién de la grafica respecto a la AH

La gréfica de f no posee asintota horizontal por la rama
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derecha.
Repetimos exactamente el mismo proceso para +c0 | | y=0
=
[ Aplicamos propiedades de |
las potencias
. e’ 1
lim = b _ =
x—+ool — x a = e
e~ 1
| 1—-x e -(1-x)
y 1 1 1 o
x—l>Tooex (1—x) . 4oo- (—o0)  —oc0

La gréfica de f posee asintota horizontal por la rama derecha, al obtener 0~ cuando x tiende a +co, sabemos

que por la rama izquierda la gréfica de f se aproxima por debajo de la asintota horizontal.

Al presentar asintota horizontal solamente por la rama derecha, debemos estudiar si posee A.O. por la
rama izquierda, al tratarse de funciones racionales es necesario calcular si posee asintota oblicua para la

rama donde no presente A.H.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. @08 9
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AO: Tiene la formay = mx +n Una recta y = mx + n es una asintota oblicua de
la gréfica de una funcién y = f (x)si:
i) Calculamos m: f(x)
e X . m= lim , siendo m # 0, +o0
X—oo X
. f (X . 1—x . e " . .
m= lim = lim = lim ——= m n= lim (f(x) —mx),siendon € R
x——00 X x——00 X x——cox - (1 —x) X—00
e X + o0 UH Siuna f posee una AH entonces no tiene una AO,
= lim 7 = IND pero sino tiene AH puede tener AO.
X——0oX — X —00 . . . . .
En funciones racionales, irracionales y en funcio-
—e X — 00 UH nes a trozos debemos hacer por separado los limi-
= lim = IND
M oy P tes para Focoporque podemos obtener resultados
distintos.
y e ¥ et®
= Iim —=—=—0
x—+oo —2 -2
Como m = —oo no tiene asintota oblicua.

La recta x = 1 es asintota vertical a la gréfica de f.

La recta y = 0 es la asintota horizontal a la gréfica de f por la rama derecha.

b) Calculamos 7 (x) : .|
Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
=X los puntos donde la funcién no es diferenciable

f (x) = asi obtendremos los punto criticos, que serdn los
posibles maximos, minimos o puntos de inflexién.
Siendo f (x) una funcién continua en el interva-
e F (1—x)—e*-(0—1) lo [a, b] y derivable (a, b) podemos determinar la
fl(x) = = monotonia si estudiamos el signo de f’ (x) pues:

(1)

m Sif/(x) > 0paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente creciente en el intervalo
= [ Sacamos factor comtina e * ] = (a, b).

m Sif/(x) < 0paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente decreciente en el inter-

e " (T + x41) _ x-e ¥
G- (-«

valo (a, b).

En los valores de x donde pasamos de crecer a
decrecer tendremos un maximo relativo, mientras
que si pasamos de decrecer a crecer tendremos un
minimo relativo.

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Imponemos la condicién f’ (x) = 0, para determinar los puntos criticos:

) = | e
(1—x)2 m—o

fl(x) = 0
Resolvemos la ecuaciéon obtenida.

x-e " 0 e *#0
(1—x)2 x=0

Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando el punto critico obtenido anteriormente x = 0 y el problema

en el dominio x = 1.

Intervalos (—o0, 0) (0, 1) (1, 4-00)

Signo de f’ (x) fl(x)<0 | ff'(x)>0| f'(x)>0

Comportamiento de f (x) | \, Decrece | " Crece | " Crece

Por definicién donde se produce un cambio en la monotonia (y no es un problema del dominio) nos encon-
tramos ante los maximo y minimos relativos de la funcién, en nuestro caso para x = 1 pasamos de decrecer
a crecer y por lo tanto tenemos un minimo relativo. Ahora calculamos la imagen de x = 0 para obtener su

valor en el eje de ordenadas (eje OY) sustituyéndolo en f (x).

1
f(1) = =7=71= 1 — Minimo relativo en el punto A (0, 1)

f (x) es estrictamente decreciente en (—oo, 0).

f (x) es estrictamente creciente en (0, +o0) \ {1}.
f (x)tiene un minimo relativoen A (0, 1)

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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2012. SUPLENTE JUNIO.OPCION B.EJERCICIO 3.

Sea la funcién f : R — R definida por f (x) = In (x* 4+ 3x +3) — x donde In denota la funcién logaritmo
neperiano.

a) [1,5 puntos] Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos de f (abscisas
donde se obtienen y valores que se alcanzan).

b) [1 punto] Determina la ecuacién de la recta normal a la grafica de f en el punto de abscisas x = —2.

a) Calculamos f' (x) : |

Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
los puntos donde la funcién no es diferenciable
f(x)=In(x>+3x+3) —x . ” )

asi obtendremos los punto criticos, que seran los
posibles maximos, minimos o puntos de inflexién.

Siendo f (x) una funcién continua en el interva-

, 1 lo [a, b] y derivable (4, b) podemos determinar la
f (x) = x2+3x+3 ((2x+3)—1= monotonia si estudiamos el signo de f’ (x) pues:
m Sif’(x) > 0 paratoda x € (a, b), entonces
2x+3 . f es estrictamente creciente en el intervalo
T 43 +3 (@ 5)

m Sif/(x) < 0 paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente decreciente en el inter-

Imponemos la condicién f' (x) = 0, para determinar los valo (a, b).

puntos criticos:
En los valores de x donde pasamos de crecer a
decrecer tendremos un méaximo relativo, mientras

2x 4+ 3

fl(x) = 2t 1 2x+3 -0 que si pasamos de decrecer a crecer tendremos un
21 3x4+3 minimo relativo.
frlx) = 0 e

Resolvemos la ecuaciéon obtenida.

(o]
b
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S 1=0 S 1, 2x+3=1-(x2+3x+3); 2x43 = x2 +3x4+3
m——,m—,x—i-—-(x-l—x—i-),x—x-l—x

x+1=0—x1=-1

¥24+3x—2x=0; ¥2—x=0; x-(x—|—1)=0—>{
Xy =

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando los puntos criticos obtenidos anteriormente x; = —1y x = 0.
Intervalos (=00, —=1) | (=1, 0) (0, 400)
Signo de f’ (x) flfix)y<0 | ff(x)>0] f(x)<0

Comportamiento de f (x) | N\, Decrece | " Crece | \,Decrece

Por definicién donde se produce un cambio en la monotonia (y no es un problema del dominio) nos en-
contramos ante los maximo y minimos relativos de la funcién, en nuestro caso para x = —1 pasamos de
decrecer a crecer y por lo tanto tenemos un minimo relativo, mientras que para x = 0 pasamos de crecer
a decrecer y en consecuencia tenemos un maximo relativo. Ahora calculamos la imagen de ambos valores

de x para obtener sus valores en el eje de ordenadas (eje OY) sustituyéndolos en f (x).

f(=1)=In ((—1)2 +3-(-1) +3) —(=1)=1In(1) +1 =1 — Minimo relativo en el punto A (-1, 1)

f(0)=1In(0*+3-0+3) —0=In(3) - Méximo relativo en el punto B (0, In (3))

Solucion:

f (x) es estrictamente decreciente en (—oo, —1).
f (x) es estrictamente creciente en (—1, 0).

f (x) es estrictamente decreciente en (0, +00).
f (x)tiene un minimo relativoen A (—1, 1).

f (x)tiene un méximo relativo en B (0, In (3)).

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 3
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b) La ecuacion de la recta normal a la grafica de f en x = —2 tiene la siguiente expresion:

y—f(=2) =~ (x=(=2)) ©)

1
f(=2)

Para poder determinarla necesitamos f (—2) y f/(—2).

f(=2) =1In ((—z)2+3- (—2) +3) —(-2)=In(1)+2=2

2x+3
&) =g
Loy 2-(-2)+3 B _—_1_ L

Sustituimos los valores en las expresiones de la recta normal (1) para obtenerla.

1 1
y—(2) = = (x—(-2));, y—2= 5 (x +2) expresada en forma punto-pendiente.

Aunque a continuacion la reescribiremos para expresarla en forma explicita.

1 1 1
(x+2); yz—x+—-2+2—>y:§x+3

R
Y ¥ T2

N[ —

La ecuacién de la recta normal a la gréficade fenx = —2esy = o 2F B
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2012. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 1.

Sea la funcién f : [1, ¢] — R definida por f (x) = x2 — 8In(x) donde In denota la funcién logaritmo

neperiano.

a) [0,75 puntos] Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

b) [1 punto] Calcula los extremos absolutos y relativos de la funcién f (abscisas donde se obtienen y valores

que se alcanzan).

) [0,75 puntos] Estudia los intervalos de concavidad y convexidad.

a) y b) Para estudiar la monotonia y los extremos relati-
vos calculamos f’ (x) :

f(x) = x*>—8In(x)

1
f (x):2x—8-;:

Fle) =2

X

Imponemos la condicién f' (x) = 0, para determinar los

puntos criticos:
/
- 2x— —
fla) = 2 .
frix) = 0

Resolvemos la ecuaciéon obtenida.

8 8

2X——=0; 2x=— 2x-x=8 x2=4
X X

x=+V4=42

Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
los puntos donde la funcién no es diferenciable
asi obtendremos los punto criticos, que seran los
posibles maximos, minimos o puntos de inflexién.
Siendo f (x) una funcién continua en el interva-
lo [a, b] y derivable (a, b) podemos determinar la
monotonia si estudiamos el signo de f’ (x) pues:

m Sif/(x) > 0 paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente creciente en el intervalo

(a, b).

m Sif/(x) < 0paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente decreciente en el inter-
valo (a, b).

En los valores de x donde pasamos de crecer a
decrecer tendremos un méximo relativo, mientras
que si pasamos de decrecer a crecer tendremos un
minimo relativo.
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De las dos soluciones obtenidas x; = —2 la rechazos al no pertenecer al dominio de la funcién indicado en
el enunciado, —2 ¢ [1, e|. Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando el tinico punto critico valido x = 2

y siendo sus extremos los valores entre los que se encuentra definida, es decir entre 1 y e.

Intervalos (1, 2) (2, ¢)

Signo de f (x) fl(x)<0 | f'(x)>0

Comportamiento de f (x) | \, Decrece | " Crece

Por definicién donde se produce un cambio en la monotonia (y no es un problema del dominio) nos encon-
tramos ante los maximo y minimos relativos de la funcién, en nuestro caso para x = 2 pasamos de decrecer
a crecer por lo tanto tenemos un minimo relativo. Ahora calculamos la imagen para x = 2 para obtener su

valor en el eje de ordenadas (eje OY) sustituyéndolo en f (x).

f(2) =22—8In(2) =4 —8In(2) ~ —1,54 — Minimo relativo en el punto A (2, 4 — 81 (2))

Como el enunciado nos pide los extremos absolu- |

tos, valores méaximos y minimos que alcanza la fun- Segtin el teorema de Weierstrass si una funcién

f es continua en un intervalo cerrado y acotado

cion, al estar acotada estos pueden alcanzarse en los
[a, b], entonces hay al menos dos puntos c y d per-

extremos de acotacién, en nuestro caso x = 1y tenecientes a dicho intervalo donde f alcanza sus

x = e, o en los propios extremos relativos, sencilla- valores extremos absolutos.

mente calcularemos la imagen de f en los extremos Para determinar los extremos absolutos o globa-

. les nos bastara con calcular las imagen de sus ex-
del intervalo dado y los compararemos con los ex- , ,
tremos relativos y de los extremos del intervalo,

tremos relativos, aquel que nos de la imagen con el siendo su méximo y minimo absolutos aquellas

valor mas alto serd nuestro méaximo absoluto mien- con el valor més alto y mas bajo respectivamente.

tras que el mds bajo sera nuestro minimo absolu-

to.
f (1) =12 —8In (1) = 1 — Méximo absoluto en el punto B (1, 1)
f(e) =e*—8In(e) =e* -8~ —0,61

Nuestro méximo absoluto se alcanza en x = 1, tomando un valor de 1 y el minimo absoluto en este caso

coincide con el minimo relativo.
Solucion:

f (x) es estrictamente decreciente en (1, 2).
f (x) es estrictamente creciente en (2, e).

f (x) tiene un minimo relativo que coincide con el minimo absoluto en A (2, 4 — 8In (2)).
f(x)

x)tiene un méximo absoluto en B (1, 1).
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c) Para estudiar la curvatura calculamos f” (x) : ]

Calculamos la curvatura y los puntos de inflexion
. . &iems S0 (o
Flx) = 2x— o imponiendo la conf:hc10n " (x) =0. .

x Para poder determinar la curvatura estudiaremos
el signo de f” (x):

0-x—8-1 m Si " (x) > 0 entonces f es convexa (UJ).

m Si f” (x) < 0 entonces f es céncava ().

Imponemos la condicién f” (x) = 0, para determinar los posibles puntos de inflexion:

8
1! — 2 o 8
f (x) +x2 2+7:0
fra) =0 x

Resolvemos la ecuacion obtenida.

8 8
24 5=0 5=-2 8=-2x% ?=-4—>x=4V-4¢R

Al no obtener ninguna solucién de la ecuacion obtenida estudiamos el signo de f” (x) usando exclusiva-

mente los extremos entre los que se encuentra definida, es decirentre 1 y e .

Intervalos (1, e)

Signo de " (x) f"(x) >0

Comportamiento de f (x) | Convexa ()

f (x) es convexa (|J) en (1, e).
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2012. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION B. EJERCICIO 1.

Sea la funcién f : R — R definida por f (x) = e* (x> — x4+ 1)

a) [0,75 puntos] Calcula . 51;711& fx)y . EToo f(x)

b) [1,25 puntos] Halla los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan),
determinando si son maximo o minimos.

¢) [0,5 puntos] Determina las abscisas de los puntos de inflexién de la grafica de f.

a) Cuando nos aparece ¢* 0 e * es muy recomen- |

dable reescribir los limites pedidos aplicando pro- s e
. . , . en cuenta:
piedades de las potencias, para asi evitar la apa-
ricibn de ciertas indeterminaciones mas complejas m Para x = +co entonces e* es e ™ = +oco.
de resolver. A continuacién calculamos los limites 1
. . . . _ —-x _ —0 __
pedidos teniendo en cuanta lo anteriormente di- B 2 = el T = S =
cho. - — - -0
et® 4o ’
1
m Para x = —oo entonces e* ese”® = eJrioo =
lim f(x)= lim e (x> —x+1) =
x—>—oof( ) X——00 ( ) 1 =0
+oo
- . . LA m Para x = —oco entonces e ¥ es ¢~ (~®) =
Aplicamos propiedades de las potencias 4 — 4o
ab = —1
pu— _b pu—
a
2
x-—x+1
b 2 _
i e (x> —x+1) = — |
X2 —x +1 + o0 + o0 + o0 L'H
= lim = = = IND
X——00 e X e— (=) et —+o00
2x—1 —o0 vy .. 2 2
lim = IND — Ilim — = —=
x——oc0 —e ¥ —00 x——ocog X +o00

2
1 3
lim f(x)= lim e (x> —x+1) = lim ¢ <x——> +Z =" . (400) = 400 (+00) = 400

X—+co X—~4o00 x——+o0 2
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b) Calculamos f’ (x) : |
Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
f ( x) — X ( X2 —x+ 1) los puntos donde la funcién no es diferenciable
asi obtendremos los punto criticos, que seran los
posibles méaximos, minimos o puntos de inflexién.
Siendo f (x) una funcién continua en el interva-
ffix)y=e"-(x*—x+1)+e" (2x—1) = lo [a, b] y derivable (4, b) podemos determinar la
monotonia si estudiamos el signo de f’ (x) pues:

m Sif’(x) > 0paratodax € (4, b), entonces

J— 4 X J—

= [ Sacamos factor comun a e } = f es estrictamente creciente en el intervalo
(a, b).

) m Si f’ (x) < 0 paratoda x € (a, b), entonces
=et (x —x+142x — 1) = f es estrictamente decreciente en el inter-
valo (a, b).

. 5 En los valores de x donde pasamos de crecer a
=e' - (x* +x) Iy o

decrecer tendremos un méximo relativo, mientras
que si pasamos de decrecer a crecer tendremos un

Imponemos la condiciéon f' (x) = 0, para determinar los minimo relativo.

puntos criticos:

Lo 2 e~

Resolvemos la ecuacion obtenida.

e* #0

1=0—x=-1
>+x=0 x-(x+1)=0— T 1

e (¥*+x)=0—

Xy = 0
Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando los puntos criticos obtenidos anteriormente x; = —1y xp = 0.
Intervalos (—o0, —1) | (—1,0) (0, +0)
Signo de f’ (x) ff(x)y>0 | fl'(x)<0 | f/(x)>0

Comportamiento de f (x) | " Crece | “\ Decrece | " Crece

Por definicién donde se produce un cambio en la monotonia (y no es un problema del dominio) nos en-
contramos antes los maximo y minimos relativos de la funcién, en nuestro caso para x = —1 pasamos de
crecer a decrecer por lo tanto tenemos un maximo relativo, mientras que para x = 0 pasamos de decrecer a
crecer y tenemos un minimo relativo. Ahora calculamos la imagen de ambos valores de x para obtener su

valor en el eje de ordenadas (eje OY) sustituyéndolos en f (x).
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fED) =t (F1)? = (1) +1) =

o |

3 3
(14+14+1) = P Maéximo relativo en el punto A (—1, )

e

f£(0)=¢" ((0)2 —(0)+ 1) =1-(0—0+1) =1 — Minimo relativo en el punto B (0, 1)

f (x) posee un maximo relativo en el punto A (—1, E) y un minimo relativo en B (0, 1).

¢) Calculamos f” (x) :
fx) = e (x4 x)
ff(x)=e"- (x> +x)+e* (2x+1) =
= [ Sacamos factor comtn a e* } =
= (x2+x+2x+1) =

=e' - (x> +3x+1)

Calculamos la curvatura y los puntos de inflexién
imponiendo la condicién f” (x) = 0.

Para poder determinar la curvatura estudiaremos
el signo de f” (x):

m Si f” > 0 entonces f es convexa ().
m Si f” < 0entonces f es concava ().

En los valores de x donde pasamos de céncava a
convexa o viceversa tendremos los puntos de in-
flexion.

Imponemos la condiciéon f” (x) = 0, para determinar los

posibles puntos de inflexion:

" (x) e (x2+3x+1)
f'(x) = 0

Resolvemos la ecuaciéon obtenida.

(¥ £0

ex'(x2—|—3x—|—1):O 43x+1=0—>x=

20

e (x2+3x+1)=0

—-3—-+5

X1 =

—3++v32-4-1-1 —3++5

2-1 2

2
—3+/5

Xp = 5
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—3—+/5

Estudiamos el signo de f” (x), incorporando los puntos obtenidos anteriormente x; = > y X =
—3+/5
—
. : -3-v5 -3-Vv5 —3+/5 -3+V5
ntervalos —09, — 5 , 5 > , +o0
Signo de f” (x) f"(x) >0 f"(x) <0 f"(x) >0
Comportamiento de f (x) J Convexa (N Concava J Convexa

Por definicién donde se produce un cambio en la curvatura (y no es un problema del dominio) nos encon-

-3-+5 —3+/5

tramos ante los puntos de inflexioén, en nuestro caso para x; = Y= —se produce dicho

cambio y por lo tanto ambos son puntos de inflexién de f.

El valor de las abscisas donde f (x) presenta puntos de inflexién son x; =

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.

L
)
(=
@)
[
)
&
[Sa]
o
=
[2a]
Z
o
(=
O
(=3
o
=
&
[2a]
>
[
Sl
H
(=3
[Sa]
n
[Sa]
H
4
o]
—
=9
-
9p]
o
b
(=)
(o]



http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

(o]
b
(=]
(ql}
<
~
-]
~
<
>
~
-]
O
>~
.
Z
®)
~
©)
Z
©)
p=
w
®)
=
E
~
@)
7
©)
~
Z
-]
e
)
<
=
©)
o
E
%)
<

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

2012. RESERVA A.OPCION A.EJERCICIO 1.

1
Sea la funcién f : [0, +o0] — R definida por f (x) = P In (x) donde In denota la funcién logaritmo

neperiano.

a) [1,75 puntos] Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan)

1
en el intervalo | —, e].
e

b) [0,75 puntos] Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = e.

a) Para estudiar los extremos absolutos empezaremos
calculando previamente los extremos relativos en el in-

tervalo indicado en el enunciado, para ello necesitamos

f(x):

0-x—1-1 1
fl(x) = 2 ;:
11

f=y"=

Una vez calculada le imponemos la condicién f/ (x) =0,
para determinar los puntos criticos:

1 1
f/(X) = T 2 1 1

x X2

fiix) = 0

Resolvemos la ecuacion obtenida.

Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
los puntos donde la funcién no es diferenciable
asi obtendremos los punto criticos, que seran los
posibles maximos, minimos o puntos de inflexion.
Siendo f (x) una funcién continua en el interva-
lo [a, b] y derivable (4, b) podemos determinar la
monotonia si estudiamos el signo de f’ (x) pues:

m Si f’ (x) > 0 paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente creciente en el intervalo

(a, ).

m Sif/(x) < 0paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente decreciente en el inter-
valo (a, b).

En los valores de x donde pasamos de crecer a
decrecer tendremos un méaximo relativo, mientras
que si pasamos de decrecer a crecer tendremos un
minimo relativo.

2 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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De las dos soluciones obtenidas solo serdn validas las que pertenezcan al intervalo dado en el enunciado,

1
en consecuencia debemos de rechazar la solucién x; = 0 al no pertenecer, 0 € | —, e|. A continuacién estu-
e

diamos el signo de f’ (x), incorporando el tinico punto critico valido x = 1, siendo los extremos los valores

1
entre los que se encuentra definida, es decir entre —y e.
e

1
Intervalos 7 1 (1, e)
Signo de f' (x) fl(x)<0 | f'(x)>0

Comportamiento de f (x) | N\, Decrece | * Crece

Por definicién donde se produce un cambio en la monotonia (y no es un problema del dominio) nos encon-
tramos ante los maximo y minimos relativos de la funcién, en nuestro caso para x = 1 pasamos de decrecer
a crecer por lo tanto tenemos un minimo relativo. Ahora calculamos la imagen para x = 1 obteniendo su

valor en el eje de ordenadas (eje OY) sustituyéndolo en f (x).

1
(1) = 1t In(1) =1—0=1 — Minimo relativo en el punto A (1, 1)

Como el enunciado nos pide los extremos absolu- |

tos, valores maximos y minimos que alcanza la fun- St ¢l Geommn el iktshess @l tme fmedn

cién, al estar acotada estos pueden alcanzarse en los 1/ (E oG G SR D5 sEC 7R

1 [a,1], entonces hay al menos dos puntos ¢ y d
extremos de acotacion, en nuestro caso x = e y pertenecientes a dicho intervalo donde f alcanza
x = e, o en los propios extremos relativos, sencilla- sus valores extremos absolutos.
mente calcularemos la imagen de f en los extremos
del intervalo dado y los compararemos con los ex- Para determinar extremos absolutos o globales
tremos relativos, aquel que nos de la imagen con el nos bastard con calcular las imagen de sus ex-

; ; cos . tremos relativos y de los extremos del intervalo,
valor mds alto serd nuestro méximo absoluto mien-

siendo su maximo y minimo absolutos aquellas

tras que el mas ba]o serd nuestro minimo absolu- con el valor mds alto y més bajo respectivamente.

to.

1 1
o= e—1~1,718 — Maximo absoluto en el punto B 7 e—1
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Nuestro méximo absoluto se alcanza en x = —, tomando un valor de e — 1 y el minimo absoluto en este
e

caso coincide con el minimo relativo

f (x) tiene un minimo absoluto en A (1, 1).

1
f (x)tiene un médximo absoluto en B (e' e— 1) .

b) La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en x = e tiene la siguiente expresion:

= fe) =) (x—e) <n
Para poder obtenerla calcularemos directamente f (¢), y f’(e) (Derivada resuelta en el apartado anterior).
f)=_+in(x) = fe)=_+in(e) = —+1

1 1 1 1
f=-nfO=, 5

x  x? e e?
Sustituimos los valores en las expresiones de la recta tangente (1) para obtenerla.

1 1 1
Siendo esta y — (e + 1) = (e - 62> - (x — e) expresada en forma punto-pendiente.

Aunque a continuacion la reescribiremos para expresarla en forma explicita.

1 1 1 1 1 1 1 1
y=; T == '(x—e);y—;—lzg'x—;‘ﬁ—;'x+@7¢

Solucion:

La ecuacién de la recta tangente a la gréficade f en x = e es

2 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2012. RESERVA A.OPCION B.EJERCICIO 1.
2

mparax#—lyx#z

a) [1 punto] Estudia y calcula las asintota de la grafica de f.

Sea f la funcién definida por f (x) =

b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
) [0,5 puntos] Calcula, si existe, algin punto de la grafica de f donde ésta corta a la asintota horizontal.

Calculamos el dominio de f (x): |

El dominio de una funcién racional (que tenga x
en el denominador) son todos los valores menos
domf (x) o {x €R: (x * 1> (x N 2> a O} los que anulan el denominador. Calculamos su
dominio simplemente igualando su denominador

x+1=0—x=-1

x—2=0—>x= 2 asi su dominio serd todos los ntimeros reales me-

a cero y resolviendo la ecuacién que obtendremos,

(x+1)(x—2)=0—>{

nos las soluciones que hemos obtenido.

domf (x) =Vx € R\ {-1, 2}

a) Una funcién puede tener asintota vertical (AV'), hori-
zontal (AH) y oblicua (AO).

AV: En funciones de cociente de polinomios sabemos P

que las asintotas verticales corresponden a los valo- Una recta x = k es una asintota vertical de la grd-

. fica de f si:
res que anulan el denominador y no anulan al nu-
merado. En este caso ocurre para x = -1y x = lim f=+c0 o lim f = +oo
x—k- x—kt

2.

Siendo k las raices reales del denominador que no
lo sean del numerador.

N
o
o
(o}
<
>
=
>
<
>
-
=
@
>
=
Z
o
=
o
4
o
=
)
o
=
=
~
@
9p]
o
=
Z
D
=9
n
<
=
o
=
=
wn
<

Estudiamos los limites laterales para conocer la posicion
de la gréfica de f respecto a su asintota vertical.

Para x = —1: |

Posicién de la gréfica respecto a la AV

. 2x2 2 [
PG () o / .
2x2 2

;
|

i

lim ——m———— = = |
xs—1+(x+1)(x—2) 0~ }
|

|

|

|

|

|

Tiene AVenx = —1
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Para x = 2:
y 2x? 8
S ar)(x—2) 0
y 2x? 8
B GID—2) o T
Tiene AVenx =2
AH:
2x2 . 2x2 —+ oo L'H
lim ————— = lim = IND —
xo-oo(x+1)(x—2) x5-c0x2—x—2 oo
. 4x - ® v . 4
xl—l>711002x -1 N — o0 IND ’ xl—yzlooz =2
Tiene AH en y = 2 por la rama izquierda.
_ 2x? . 2x2 + o0 Ll
lim —————= lim = IND —
xotoo(x+1) (¥ —2) xotoox?—x—2 400

4x + o0
x—l>Toon —1 “+00

IND —

Tiene AH en y = 2 por la rama derecha.

Una recta y = k es una asintota horizontal de la

gréfica de f si:
Sk o tin gk

Si al realizar los limites obtenemos un co decimos
que la grafica no posee asintota horizontal.

En funciones racionales de polinomios si el grado
del numerador es mayor al grado denominador
no tendra Asintota Horizontal.

La grafica de f posee asintota horizontal (resultado que conociamos de antemano, en funciones racionales

irreducibles cuando el grado del polinomio del numerador es igual o menor que el polinomio que com-

pone el denominador sabemos con certeza que tendrd asintota horizontal) por lo tanto no es posible que

tenga A.O.

2 6
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Estudiamos la posicién de la curva respecto de la asin- (D

x——e0  x2—x—2

~
©)

[

)

[

)

tota horizontal. Para ello haremos los limites cuan- Posici6n de la gréfica respecto a la AH 5
do x tiende a foo de la gréfica de f menos la [~~~ 7Tt TTToTooooooomooom oo =
A.H. m
Z

2x? o |¥yF2 > 9

x——oo | X4 —x — 2 R
©)

o222 (¥ —x—2) b

= lim = <
x——c0 x2—x—2 >
=<

2%

93]

22224 2x +4 =

= lim = rz
I

—

o

«

) 2x +4 - UH .
= lim = IND — lim
x——c0X2 —x —2 +o0

2 2
.

rs-002x —1 —o0

Al obtener 0~ cuando x tiende a —oo, sabemos que por la rama izquierda la grafica de f se aproxima por
debajo de la asintota horizontal.

y 2x? ) y 202 =2 (¥ —x—2) o2x?—2x? 4+ 2x+4

corteo [ —x—2 7| T xote x2—x—2 = R S
2x+4 + o0 / 2 2

lim = IND 5 lim =~ =o"

x—toox?2 —x —2  +oo x—te2x —1  Ho0

Al obtener 0" cuando x tiende a +o0, conocemos que por la rama derecha la grafica de f se aproxima por
encima respecto de la asintota horizontal.

AO: No tiene porque nuestra funcién posee A.H.

Las rectas x = —1y x = 2 son asintotas verticales a la gréfica de f.

La recta y = 2 es la asintota horizontal a la grafica de f.
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L oaaaa.

b) Calculamos f' (x) : A

Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
2x2 2x2 los puntos donde la funcién no es diferenciable

fx) = (x+1)(x—2) X2 —x—2 asi obtendremos los punto criticos, que seran los
posibles maximos, minimos o puntos de inflexién.
Siendo f (x) una funcién continua en el interva-
4x - (xz —Xx— 2) —2x2. (2x —1) lo [a, b] y derivable (a, b) podemos determinar la

(x2 o 2)2 monotonia si estudiamos el signo de f’ (x) pues:

m Sif/(x) > 0 paratoda x € (a, b), entonces
4x% — 4x% — 8x 74&5 +2x? f es estrictamente creciente en el intervalo

(x2 —x— 2)2 (& B)-

m Sif/(x) < 0paratoda x € (a, b), entonces

) f es estrictamente decreciente en el inter-
—2x° —8x

) — valo (a, b).
(2 —x—2)*
Imponemos la condicién f' (x) = 0, para determinar los
puntos criticos:
—2x>—8x | —2x*—8x=0; x-(—2x—8) =0
ffx) = —F——=
(x2 — x —2)? —2x—8=0—x = —4
f(x) = 0 x=0—=x=0
Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando los puntos criticos obtenidos anteriormente, x; = —4, x, = 0
y los problemas en el dominio, x = =1y x = 2:
Intervalos (—co, —4) | (=4, -1) | (—1,0) (0, 2) (2, +00)
Signo ,
x)<0 | ff(x)>0]| f'(x)>0]| f(x)<0 "(x) <0
wry | SO0 S0 FE>0| F<0]| f )
Comportamiento

N\ Decrece | " Crece | " Crece | \,Decrece | \, Decrece

de f (x)

f (x) es estrictamente decreciente en (—oo, —4).

f (x) es estrictamente creciente en (—4, 0) \ {—1}.
f (x) es estrictamente decreciente en (0, +00) \ {2}.
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c) Si el sistema formado por la ecuacion dada (@

con la asintota horizontal obtenida en el aparta- La gréficas de f pueden llegar a cortar a las A.H.

do a) tiene solucién, dicha solucién serd el pun- y alas A.O. Para determinar el punto de corte rea-

P . lizaremos los siguientes pasos:
to de corte entre la asintota horizontal y la fun- 8 P

c10n. m Las igualamos entre si para obtener una

ecuacion, si posee solucién obtendremos el

2x? 242 valor de la coordenada x del punto donde

f (x ) = 2—x—2 * -9 se cortan mientras que si no podemos ob-
2_x_2 . Hucid . d

y _ 2 tener ninguna solucién no existe punto de

corte entre ellas.

.2 . m Una vez obtenida la coordenada x calcula-
Resolvemos la ecuacién obtenida.

mos su imagen sustituyendo su valor en f
232 o en la propia asintota.
X

x2—x—2

=2

L
=
=
o
~
=
o
=
/M
Z
=
O
Ry
o
<
<
>
~
=
92
=
~
o
hom)
=
N

2x2 =2 (x> —x —2)

27 =247 — 2x — 4
2x+4:0—>x:_T:—2
Calculamos la imagen para x = —2 asi obtenemos la coordenada y del punto pedido, para ello sustituimos

el valor de x obtenido en la funcién o en la propia asintota, pero en el caso de interseccién entre f y la A.H.
dicha coordenada siempre coincide con el valor de la A.H., por lo tanto el punto pedido es P (-2, 2).

El punto de corte entre la asintota horizontal y la gréfica de f es P (-2, 2).
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