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2015. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera las siguientes matrices:

1 2 Loo 100
A= ,B=| —2 10 |yC=
2 -1 ~1 5 0
321

a) [1,5 puntos] Determina la matriz X para la que A’XB™~! = C, (A’ es la traspuesta de A).
b) [1 punto] Calcula el determinante de B~ (C'C) B, (C' es la traspuesta de C).

a) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién ma- |

tricial: Para despejar la matriz X de una ecuacién matri-

cial aplicaremos fundamentalmente las siguientes
propiedades:

A'-X-B'=C
m A.B # B- A, las matrices no tiene propie-
Como A’ se encuentra a la izquierda de la matriz X, mul- dad conmutativa.

tiplicaremos por la izquierda de ambos miembros de la
m A-AT=A1.A=1al multiplicar una

matriz por su inversa obtenemos la matriz
identidad.

ecuacion por (A!) .

-1 -1

A X Bl = C = (A
C

CAY-X BTl = (A

m [-A=A-I=A, almultiplicar una matriz
cuadrada por la matriz identidad del mis-
mo orden obtendremos la misma matriz.

1

Como (AN 1 At =1 1-X-B 1= (A)"".C

y [-X=X-=X-B1=(a)"".C

A continuacién multiplicamos por derecha de ambos miembros de la ecuacion por la matriz B, debido a

que B~! se encuentra a la derecha de la matriz X.

X-Bl=(A)"'.C— X -B1.B=(A)"".C-B

'.c.B

ComoB™ 1 -B=1—X-1=(A")"
y X-I=X—>X=(A)".-C-B

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=(A)".C-B

1

Para obtener la matriz pedida calcularemos (A') !y posteriormente (AH".C-B.
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Antes de nada comprobaremos que A’ tiene inver- (S

sa verificando que su determinante es distinto de ce- Por las propiedades de los determinantes sabe-
ro. mos que el determinante de una matriz cuadrada
coincide con el determinante de sus traspuesta.
-1 2 1

At = |A| = = 34£0— 3(A! ,
‘ ‘ Al b _1 ( ) |A| = } A ‘

. . -1 — 1\t
Como ‘At} # 0 tienen inversa, como (At) = (A 1) La inversa de la la traspuesta de una matriz inver-
entonces calcularemos su inversa mediante la siguiente tible coincide con la traspuesta de su inversa.
expresion: L N

(a)" = (47)
(4N = S cof () (1)
|A]

(-1 2 (=D (-1 (D)2 (-1 -2
A ( 2 -1 >2x2 Tert= ( (_1)2“ s (_1)2+2'(_1)>2x2 - < -2 -1 >2x2

Sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa que necesitamos.

C A (s N R S N R
-3 -2 -1 2x2_3 21 2x2_ 222

Realizamos (A!) " - C - B para obtener la matriz X.

QIN W~
W= WIN

100
1 (12 100
212x2 _1502x3 3 2 1
3x3
10
1 /1.142.(-1) 1.042-5 1-:0+2-0 5 1 B
3\ 2:141(-1) 2:041-5 2:041-0 /, B
x3 3 1
3x3
100
1 (110 0
= 210 =
3 1 5 O 2x3 2 1
3 3x3
1 [ (-1):1+10-(-2)+0-3 (-1)-0+10-1+0-2 (~1)-0+10-0+0-3 B
3 1-1+5-(=2)+0-3 1-0+5-140-2 1-0+5-0+0-1 )

La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X340 = <
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b) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades
de los determinantes y ciertos célculos realizados en el
apartado anterior.

Denotamos D33 a la matriz
B! (CtC) B| obtenida del producto de las
matrices C'y C, es decir

D3x3 - Céxz : C2x3-

{Bfl-D-B]=

El determinante del producto
de dos matrices cuadrada del
mismo orden es igual al

producto de sus determinantes.

[B~!|-|D| - |B| =

a la inversa de su determinante:
B-Bl=1; B-B*1| = |I|;|B| - ]Bfl‘

como |I|=1 — |B7!| =

[ Calculamos Dsy3 :

-1
D:C§x2-C2x3: 0 . (
- 0 0 3x2
2 =50
ID|=| -5 25 0|=0
0 00

El determinante de una matriz inversa es igual

Solo se puede calcular el determinante de matri-
ces cuadradas, por tanto el determinante de C o C i
no podemos calcularlo, pero si realizamos el pro-
ducto de ambas matrices obtendremos una matriz
cuadrada, porque siempre que multiplicamos una
matriz por su traspuesta obtendremos una matriz
cuadrada, a la cual si podremos calcularle su de-
terminante.

1
=1 :J/BT.‘D.J/BT:“)\:
2 =5 0
1 00
= -5 25 0
-1 5 0
2x3 0 0 0 =0

3x3

El [B~! (CIC) B| = 0.

6
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2015. SUPLENTE JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 3.

[2,5 puntos] Halla la matriz X que verifica la igualdad AXA~! + B = CA~! sabiendo que

0 -1 0 1 -1 2 1 1 0
A=| -1 -3 0 , C=10 0 —1 y BA= 1 1 -1
1 41 1 0 -1 -1 -5 -3

Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matri- N

cial: Para despejar la matriz X de una ecuacién matri-

cial aplicaremos fundamentalmente las siguientes
propiedades:

A-X-A'4+B=C-A""
m A-B # B- A, las matrices no tiene propie-

Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuacion reali- dad conmutativa.

zando la operacién opuesta.

m A-AT=A1.A=1al multiplicar una
matriz por su inversa obtenemos la matriz

. 1 . 1 identidad.

A-X-A+B=C-A - A-X-A =C-A"—-B

m [-A=A-I=A, almultiplicar una matriz

Como A~! se encuentra a la derecha de la matriz X, mul- S T [ AL e 2 e GG G Bl

mo orden obtendremos la misma matriz.

tiplicaremos por la derecha de ambos miembros de la

ecuacién por A.

A-X-A—1:c.A—l—B—>A.X-A—1-A:(C-A—l—B)-A—>A-X-A—1-A:c-A—1-A—B-A

ComoA ' "A=1—-A-X-I=C-1-B-A

y I-. X=X — A-X=C-B-A
C-1=cC

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros

de la ecuacién por AL
A-X=C-B-A-A"1 A X=A"1(C-B-A)

Como A A=1—1-X=A"1.(C-B-A)
y I'X=X—-3X=A"1(C-B-A)
La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:
X=A"1.(C-B-A)

Para obtener la matriz pedida calcularemos A~1, C — B A y posteriormente A~!- (C — B - A).

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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Antes de nada comprobaremos que A tiene inversa verificando que su determinante es distinto de cero.

Al =

0
~1
1

-1
-3

0
0

4 X

-1

-1
-3

— 1[0+ (=3) = (-1)+ (-1)] =

1.‘ 0

—140— JA!

Como |A| # 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion:

A

0
-1
1

-1 0
-3 0
4 1

3x3

— cof (A) =

cof (A) =

_ 1 ¢
(A)kZQﬂwa»
141 |3 0 142
N NI
241 |[—1 0 242
o O
341 |—1 0 3+2
R N i
-3 1 -1
1 0 -1
00 -1 33

A continuacién la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(cof (A))" =

-3
1
-1

1
0
-1

0
0

—1 3x3

Y por dltimo sustituimos en la expresiéon (1) para obtener su inversa.

8

3x3

-10 143
-1 .

. 1 Y

00 243
-1 .

11 D

0 0 3+3
-1 .

10 (-1)

-1
1
0

-1

4

4
-1
-3

1)

3x3
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Calculamos C —B- A

—_
|
—_
N
—_
—_
ja)

C-(B-A)=]|0 0 -1 - 1 1 =1 =
10 -1/, -1 -5 -3/,
1-1 —-1-1 2-0 0 —2 2
= 0—1 0-1 —1—(-1) = -1 -1 0
1—(=1) 0—(-5) —1-(-3) /,, 2 52/,

Realizamos A~! - (C — B - A) para obtener la matriz X.

3 -1 0 0 -2 2
X=| -1 00 1 -1 -1 0 =
111/, 2 52).,

3.04 (1) (=1)40-2 3-(=2)+(=1)-(=1)4+0-5 3-24(=1)-0+0-2
~1-240-0+0-2
1-241-041-2

=| -1.040-(=1)+0-2
1:04+1-(=1)+1-2

—1-(=2)+0-(~=1)+0-5
1-(=2)+1-(=1)+1-5

1 -5 6
=10 2 =2
1 2 4

3x3

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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2015. RESERVA A.OPCION B.EJERCICIO 3.

() (1)

a) [0,75 puntos] Halla el determinante de una matriz X que verifique la igualdad X?AX = B.

Considera las matrices

b) [1,5 puntos] Determina, si existe, la matriz Y que verifica la igualdad A2YB~! = A.

a) Aplicamos determinantes a ambos miembros de la

ecuacion. El determinante de una matriz da como resulta-

do un escalar, en consecuencia en una ecuacién

lo trataremos como un ntimero, haciendo posible

2 —
‘X A-X ‘ = [B| operaciones que no son validas con las matrices.

Como X? = X - X y el determinante del producto de tres matrices cuadradas del mismo orden es igual al

producto de sus determinantes tenemos.

IX-X-A-X|=|B|
|X]-|X] - |A] - |X| = |B]

XP 14 = B M)

Calculamos |A|y |B|.

12

A = =1-1-1-2=-1
11
4 -1

Bl=], =4-1-4-(-1)=8

Ahora sustituimos los valores de los determinantes calculados y despejamos de la ecuacién (1) el | X|.

X[°-|A] = [B]
X[ (~1) =8
IXP=-8—|X|=v-8=-2

El|X| = —2

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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b) Despejamos la matriz Y de la siguiente ecuacién matricial:

A2.Y . B 1=2A

Como B! se encuentra a la derecha de la matriz Y, multiplicaremos por la derecha de ambos miembros
de la ecuacién por B.
A2 Y B '=A—>A*> Y. B'.B=A-B—

ComoB'-B=1—A>.Y-I=A-B
y Y- I=Y — AZ.Y=A-B
Denotaremos C a la matriz obtenida de realizar la operacién A2,
C = A2=A-A
c.Yy = A-B

Como C se encuentra a la izquierda de la matriz Y, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuacién por C~1.
C-Y=A-B=C'l.C.Y=C'-(A-B)

ComoC ' -C=1—=1-Y=C"'-(A-B)
y I-Y=Y—=Y=C"'-(A-B)

La matriz Y es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

Y=C'-(A-B)
Para obtener la matriz pedida calcularemos C~1,A - B y posteriormente C~! - (A - B).

Antes de nada comprobaremos que C tiene inversa verificando que su determinante es distinto de cero,

para ello calcularemos nuestra matriz C.

c 4 a (1 2) (1 2) (1-1+2-1 1.2+2.1> (3 4)
2x2 = Loy = LAA2x2 1 AA2x2 = : = =
11),,\11) 1:1+41-1 12411 ) 23 ).,

3 4

=]

~3.3-2.4=1+£0-—3C"
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Como |C| # 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion:

1
(©)'= @(COf(C))t @)

c_ (34 L cof (C) = (-3 (-2 [ 3 -2
\23 S\ (=1)*s (—1)*23) -4 3
A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

3 —4
cof (C))' =
(cof (C) ( _2 3>
Y por ltimo sustituimos en la expresion (2) para obtener la inversa que necesitamos.
ci Lt 3 AN_[ 3 A4
1 -2 3 -2 3
Calculamos A - B
12 4 -1 1-442:4 1-(-1)+2-1 12 1
Az Pe=l g ) e 1) T\ raria 111 ), " Us o
2x2 2x2 el D+ o, 2x2
Realizamos C~! - (A - B) para obtener la matriz Y.

X_< 3 —4) (12 1> _(3-12+(—4).8 3'1+(—4).0> _(4 3)
2 3), \80), —2:12+3-8  —2:1+3.0 )\ 0 -2 )

4 3
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es Y5, = < . 5 >
o 2x2

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2015. RESERVA B. OPCION B.EJERCICIO 3.

Considera las siguientes matrices

1 11 -1 1 1
A=11 2 3|yB= 1 -1 1
1 4 9 1 1 -1

a) [1,75 puntos] Halla la matriz X que verifica AX — B = I, (I denota la matriz identidad de orden 3).
b) [0,75 puntos] Calcula el determinante de la matriz (AzB_1)2015.

a) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién ma- |

tricial: Para despejar la matriz X de una ecuacién matri-

cial aplicaremos fundamentalmente las siguientes

propiedades:
A-X—-B=1

m A.B # B- A, las matrices no tiene propie-

Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuacion reali- dad conmutativa.

zando la operacion opuesta.
m A-A71 = A71. A = ], al multiplicar una
matriz por su inversa obtenemos la matriz

A-X—B=1—-A-X=I+8B identidad.

. . . m [.A=A-I=A, almultiplicar una matriz
Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, mul- . . .
cuadrada por la matriz identidad del mis-

tiplicaremos por la izquierda de ambos miembros de la mo orden obtendremos la misma matriz.

ecuacién por A~ L.
A-X=I+B—-A1-A-X=A"1(I+B)
Como Al A=1—=1-X=A"1-(I+B)
y I-X=X—-X=A"1-(I+B)

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=A"1(I+B)

Para obtener la matriz pedida calcularemos A~!, I + B y posteriormente A~! - (I + B).

Antes de nada comprobaremos que A tiene inversa verificando que su determinante es distinto de cero.

111 X117 1 2
Al=[1 2 3 %: g1 2 =1 —1.8-3.2=2#0—3A"
149 7 g 38
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Como |A| # 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion:

1
-1
(A) IW(COf(A))t 1)
23 12 |13 143 |1 2
(-1 (=1)""- (=)
4 9 1 9 1 4
1 11
11 1 1 1 1
A=|[12 3 — cof (A) = | (—=1)*"". —1)**2. —1)*%3.
b Fla)y= | 0l DR
33 41 (11 32 |11 s+ (11
(1) (=1)""- (=1)""-
2 3 1 3 1 2 33
6 —6 2
cof(A)=] -5 8 -3
=2 1/,

A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

6 —5 1
(cof (A)'=] -6 8 -2
2 =3 1

3x3

Y por dltimo sustituimos en la expresiéon (1) para obtener su inversa.

-5 1
. 6 —5 1 3 2 1
A*lzi- -6 8 -2 =1 -3 4 -1
-3 1
2 =3 1 3x3 L5 3 3x3
Calculamos I + B.
1 00 -1 1 1 Dos matrices se podrdn sumar solamente si am-
Ix3 + B3z = 010 + 1 -1 1 — bas tienen la misma dimension. Para realizar la
00 1 1 1 -1 operacién sencillamente sumaremos cada uno de
3x3 3x3 los elementos que ocupan la misma posicién.
1+(-1)  0+1 140
— 0+1 14(-1)  0+1 =
0+1  0+1 1+(-1) /.,

Il
P )
[ e B
e R S

3x3

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Realizamos A~! - (I + B) para obtener la matriz X.

) 6 -5 1 011
X=5| -6 8 =2 1101 =
2 -3 1 110

3x3 3x3

6-04+(=5)-1+1-1 6-14+(=5)-0+1-1 6-1+(=5)-1+1-0
=5 | 6048 14+(-2):1 —6-14+8-0+(-2)-1 —6-1+8-1+(-2)-0 =
1-04+(=3)-1+1-1  2-14(=3)-0+1-1 2-1+4(=3)-1+1-0

3x3
7 1
L4 7 —2 I 1
ZE' 6 —8 2 = 3 —4 1
3 -1
—2 3 1 3x3 —1 2 2 /o343

—2 7 1
2 2
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X3,3 = 3 -4 1
-1 3 =1
22/ 3x3
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b) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades

de los determinantes y ciertos célculos realizados en el A" es el n veces el producto de A, es decir A" =
apartado anterior. A-A-A---A, porlotanto (A- B)" es n veces el

producto de ambas matrices (A -B)" = (A-B) -
(A-B)---(A-B).

El determinante del producto

‘ ( A2 B*1)2015‘ de dos matrices cuadrada del
mismo orden es igual al

producto de sus determinantes.

2015 veces

= |A|-|A]---|A| - ‘B—l’.’B—l‘...‘B—l‘z
—_——
4030 veces

’A|4030‘ ’B,1‘2015 _

El determinante de una matriz inversa es igual
a la inversa de su determinante:

= | B-B'=1IL|B-B7 ! =|I];|B|-|B7!| =] = |A[*%

) ‘B‘2015 -

como |I|=1 — [B7!| =

[ Calculamos |B| :

-1 1 1 > 1 1

Bl=| 1 -1 1 |=2E1 g0 2=
= F=F+F =
1 1 -1 g 20
0 2
=(-1)- =(-1)-[0—4] =4
_ (—1) 5 0 (—=1)-[0—4] _
1 24030 24030

1

42015 — (22)2055 ~ 94030

1 6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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