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2015. TITULAR JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones

Ax+y—z = —1
Ax+Az = A
x+y—Az = 0

a) [1,5 puntos] Discute el sistema segtin los valores de A.
b) [1 punto] Resuelve el sistema para A = 0.

a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coefi-
cientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafan a cada una de las varia-

bles y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna
B.

Ax+y—z=-1 Al —-1]-1

Ax+Az=A — (A[B) = (/\ 0 A [ A

x+y—Az=0 11 —-A| 0
Al — A1l -1 -1
A=A 0 A |yA'=]A 0 A A
—A 11 -A 0

Al aparecer el parametro A en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de A que deberemos estudiar,

esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

A1 -1 X X -
A A
Al=|A 0 A|—— A0 Al=-(1)-
F=F—F 1—A —A+1
11 —A 1-A @ —A+1

=1 A (mA4+1) = (1=A)- A =A2—A+A—A2=0

Hemos descubierto que da igual el valor que tome el pardmetro A que siempre el determinante de la matriz
de coeficientes sera cero, indicindonos que existe en ella al menos una combinacién lineal y por lo tanto
r (A) < 3. En este caso para obtener los valores del parametro A nos apoyaremos en la matriz ampliada A’,
seleccionado un menor de orden 3 cualquiera distinto de la matriz A y le obligaremos que su determinante

sea cero.
A1 -1 —1 1 -1 -1 ¥ e
11 —A 0 1 -2 ol 7' ld —A+1 1

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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1 -1 -1

0 A A= A?

1 —A 0 )
Ac=0—A=0

1 -1 -1

0 A A= 0

1 —-A 0

A continuacién solamente deberemos estudiar el rango de A y A" mediante determinantes, para los casos:
A=0yAeR\{0}.

i) Para A = 0.

Sustituimos el valor A = 0 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

01 -1 01 -1 -1
A=lo0oo0 o|lyA=[00 0 o0
11 0 11 0 0

A continuacién estudiamos el rango de ambas matrices por determinantes.

= Rango de A:

01 -1\ 1<r(A)<2
A=|l00 0
11 0
01

L | F0 T I =10 (4) =2

» Rangode A”:

01 -1 -1\ r(A)<r(A")<3
A=[oo0 0 o0 2<r(A)<3
11 0 O

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga
el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

1
0 0= Si tiene una fila.o columna llena de — 0 r(A) =2
1 ceros el determinante vale cero

_ O O
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iii) Para A € R\ {0}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de A = 0 sabemos que existe un menor de orden 3 contenido en A’
cuyo determinantes es distinto de cero y como el rango de la matriz A nunca puede ser 3, lo descubrimos

al principio del ejercicioel r (A) =2 # r (A") = 3.

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» ParaA =0 — r(A) = r(A’) = 2 < n°de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Indeterminado, posee infinitas soluciones con un grado de libertad.

» Parad € R\ {0} — r(A) =2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no

podemos determinar ninguna solucién.

b) Para A = 0, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad (restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incognitas — r (A)), en consecuencia debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila
que no pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F,) para posteriormente

escalonar el sistema e imponerle a una de las incégnitas un pardmetro. Quedando el sistema bajo la forma

y—z=-1
—0 o y—z=-1
x+y=20

x+y=0
Ya tenemos el sistema escalonado, a una de las incégnitas le impondremos un parametro, por ejemplo para
nuestro caso y = 6, con 0 € R, quedando el siguiente sistema

x+y = 0 x+(0) = 0 x = =0
y = 6 — y = 0 -y = 0 ,conf € R
y—z = -1 0)—z = -1 z = 146

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (—6; 6, 1+6),conf € R

Solucion:

o= =l
La solucion del sistema paraA = 0es ¢ y = 6 ,conf € R o también la podemos expresar
z = 1+86

como (x, y,z) = (—6; 6, 1+06),conb € R.

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2015. TITULAR SEPTEIMBRE. OPCION B.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones

2x+y+(a—1)z = a—1
X—ay—3z = 1
x+y+2z = 20—2
a) [1 punto] Resuelve el sistema para « = 1.

b) [1,5 puntos] Determina, si existe, el valor de a para el que (x, y, z) = (1, —3, «) es la tinica solucién del
sistema dado.

a) Sustituimos & = 1 para obtener el sistema que debemos de resolver.

2x+y = 0
x—y—3z = 1
x+y+2z = 0
Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coeficien-

tes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las variables

y la matriz ampliada A’, que la formaremos anadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna B.

2x+y = 0 2 1 o0]o
x—y—3z =1 = (AB)=|1 -1 -3]|1
x+y+2z = 0 1 1 2o
2 1 0 2 1 00
A=|1 -1 -3 |yA=[1 -1 -3 1
1 1 2 1 1 2 0

Estudiaremos el rango de ambas matrices para ver a que tipo de sistema nos enfrentamos. Sabemos que
el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min {filas, columnas}, en
ambas matrices estard comprendido entre 1 y 3, y en la matriz ampliada siempre esta la matriz A, es decir
A C A',por lo tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusién que r (A) < r (A’) < 3.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

= Rango de A:
2 1 0
A=|1 -1 -3 | 1<r(A)<3
1 1 2
2 1
=2 ()1 1= 3405 r(4) 22
21 0 g X 0 3 _3
1 -1 3|82 3 1 3 |=—(1) ' L =B )y =
1 2 -1 1 2
— 64+3=-340-7(A)=3
» Rangode A”:
2 1 00 ACA
A=11 -1 -3 1 | r(A)<r(A)<3
1 1 20 3<r(A) <3

Al estar la matriz de coeficientes incluida dentro de la matriz ampliada, nos garantiza que los mismos

menores usados para determinar el rango de A los tenemos en A’, en consecuencia el r (A’) = 3.

Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el sistema en funcién de sus rangos.

» El7(A) = r(A’) = n°deincégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible Determinado, tiene una

Ginica solucién para cada una de las incoégnitas.

Para resolverlo podemos optar principalmente por dos métodos:

i) Resolvemos el sistema por Gauss-Jordan: Escalonaremos el sistema para obtener la solucion.

2x+y =0 2 1 010 1 1 2
[3=F—2F
x+y+2z=0 11 210 2 1 0
11 20 1 1 2,0 L
3=1F3 1 0 —1 —4l0 0 0 sl

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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1 1 1 210 1 10|-3 ,
FB=—3h 0 -2 _5/|1 Fi=F,—2F; 0 -2 0 % FB=—3h
1 FE=F,+5F 1
0 0 1|3 0 1 3
11 0|3 1 00| 3
F3:—%F2 4 Fi=F—-F 4
— | 01 0| —3 - 1 0|—3
1 1
0 01 3 0 01 3
2
x 3
La solucion del sistemaes ¢ y = —% , pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (%, —%; %)
1
Z - g

ii) Por la regla de Cramer: Mediante una divisién de determinantes.

Si reescribimos nuestro sistema en forma matricial AX = B

2x+y =0 2 1 0 x 0
x—y—3z=1 —=|1 -1 -3 |-|y|]=]1
x+y+2z2=0 1 1 2 z 0
Los valores de x, y y z se definen como
0 1 0 0 0 10
1 -1 -3 1 -3 -1 1
0 1 2 -2 2 10 2 1 10 -1 1
X = = = Y= =—=—- z= = ==
2 1 0 -3 3 2 1 o] -3 3 2 1 0 -3 3
1 -1 -3 1 -1 -3 1 -1 -3
1 1 2 1 1 2 1 1 2

Solucion:

La solucién del sistema es { vy o también la podemos expresar como (x, y, z) =

Q= W WIN

Z =

e
QIN
<
Q[
Sy
Q=
S—

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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b) Nos preguntan si es posible encontrar una tinica solucién para el que (x, y, z) = (1, —3, ), nuestro sis-
tema debera cumplir dos condiciones que tenga solucién tinica, para ellos debe ser un Sistema Compatible
Determinado, y que obtengamos la soluciéon pedida. Para resolverlo primero buscaremos aquellos valores
de « que nos garanticen los valores pedidos sustituyéndolos en nuestro sistema de ecuaciones.

(2x+y+(@-1)z = a—1
X—ay—3z = 1
chyt2 — 22 2()+(-3)+(a—1)(a) = a—1
(1) —a(=3)—3(a) = 1 —
x = 1
y - 5 () +(-3)+2(a) = 2a—2
\ z = o
—1+a?—a = a-—1 > —20 = 0
— 1 = 1 — 1 =1
2420 = 2a0—2 0 =20

Ahora solamente debemos resolver cada una de las ecuaciones para obtener los valores del pardmetro que
necesitamos, en este caso solo tenemos una ecuacién a resolver porque el resto son igualdades que siempre
se cumplen para cualquier valor que tome nuestro parametro.

061:0

0 —20=0; a-(a—2)=0
a—2=0—>0ar=2

Ahora que disponemos de los valores de & que nos garantizan la solucién pedida, debemos averiguar cual
de ellos hace que nuestro sistema sea Compatible Determinado, asi que estudiaremos el tipo de sistema en
funcién de dichos valores.

i) Para a1 = 0.

Sustituimos el valor « = 0 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

-1 21 -1 -1
A=|10 -3 |yA=[10 -3 1
2 11 2 -2

A continuacién estudiamos el rango de ambas matrices por determinantes.

= Rango de A:
21 -1\ 1<r(A)<3 -
A=1]11 0 -3 1 0 =2-0-1-1=-1#0—7r(A) >2
1 1 2
1 -1 21 -1 [ Tiene dos filas o columnas
3| EEER L 1 0 3| = proporcionales su determinante | =0 — 7 (A) =2
1 2 -1 0 3 | valecero, 3 = —F

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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= Rangode A”:

21 -1 -1\ r(A)<r(A)<3
A=|10 -3 1 2<r(A)<3
2 =2

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga
el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

2 1 —1 21 -1 i ) )
10 1 F=F—F 10 1| = Tiene dos fﬂas o columnas proporcionales _ 05
su determinante vale cero, [ = — b
11 -2 -1 0 -1
r(A) =2

ii) Para ap = 2.

Sustituimos el valor « = 2 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

2 1 1 2 1 11
A=11 -2 -3 |yA=]1 -2 -3 1
1 1 2 1 1 22

A continuacién estudiamos el rango de ambas matrices por determinantes.

» Rango de A:

2 1 1\ 1<r(A)<3
A=11 -2 =3

1 1 2

2 1

=2 (2 -1 1= 505 r(4) 22

2 1 1 g -1 -3

1 -2 -3 2‘272;3 g -3 —5|=1 ‘_; _g -
2=Irp 3 —_—

1 1 X 1 2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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= Rangode A”:

2 1 11\ r(A)<rA)<3
A=|1 -2 -3 1 3<r(A)<3
1 1 2 2

Al estar la matriz de coeficientes incluida dentro de la matriz ampliada, nos garantiza que los mismos

menores usados para determinar el rango de A los tenemos en A’, por lo tanto el r(A") = 3

Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el sistema en funcién de sus rangos.

» Paraa =0,elr(A) =r(A’) =2 < n°de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible Indetermi-

nado, posee infinitas soluciones con un grado de libertad.

» Paraaw = 2,elr(A) = r(A’) = n° de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible Determinado,

tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

Para a = 2 existird una tnica solucién para el que (x, y, z) = (1, =3, «).

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2015. SUPLENTE JUNIO. OPCION B.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones

Ax+Ay+Az = 0
Ax +2y + 2z
Ax+2y+z = 0

a) [1,75 puntos] Discute el sistema segtin los valores de A.
b) [0,75 puntos] Determina, si existen, los valores de A para los que el sistema tiene alguna solucién en la

que z # 0.

a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz o ————————————————

(A|B), de la cual obtendremos la matriz de coeficientes Un sistema de ecuaciones lineales homogéneas es

un sistema de la forma AX = 0, lo reconocemos

que denotaremos como A, constituida por los coeficientes I .
porque todos sus términos independientes son

que acompanan a cada una de las variables y la matriz nulos, se caracterizan por ser siempre Sistemas
ampliada A’, que la formaremos anadiendo a la matriz Compatibles, al verificarse siempre que 7 (A) =

de coeficientes la matriz columna B. r (A’), encontrandonos con dos posibilidades:

m Sies Sistema Compatible Determinado, so-
lo existe la solucién trivial (x, y, z) =

Ax+Ay+Az = 0

A A ALO (0,0, 0)
Ax+2y+2z2 = 0 = (AB)=| A 2 20 o
Ax +2]/ 1z = 0 A 2 110 m Si es Sistema Compatible Indeterminado,
puede tener al menos una solucién no tri-
vial.
A A A A A A DO
A=A 2 2| yA' =[x 2 20
A 201 A2 10

Se trata de un sistema homogéneo que siempre es compatible, al tener siempre la denominada solucién
trivial (x, y, z) = (0, 0, 0).

Al aparecer el parametro A en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicion de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de A que deberemos estudiar,

esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

rAA X A X 2-1 2-2A 1 2-A
Al={r 2 2|/ 220G 24 2-A[=4A- — A (2-A)- -
E=FK-F 2—A 1—-A 1 1-A
A2 0 2-1 1-2A

A 2-A) 1 1-A)=1-2=A)]=A-2=A)-(=1) =A-(A—2)

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 3
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Al= A-(A-2)
A= 0

A =0
A=2=0—=2A=2

A(A—2)=0 {

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
A =01 =2y A € R\ {0, 2}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéra-
mos determinar su rango para alguno de los casos.

Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (A) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es

distinto de cero, garantizdndonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

2
2

A
2
A=A 1‘:2-1—2-2:—27&0—>r(A)22;V/\€]R
A

NN >

A
2
1

En consecuencia para los casos en los que Ay = 0y Ay = 2 el r(A) = 2, puesto que el anico menor de
orden 3 que posee es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero,
lo obligamos al principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd maximo al ser

el |[A| # 0, que en nuestro caso r (A) = 3.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz
A, es decir A C A',por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los
podemos encontrar en A’, ademds contiene una columna llena de ceros, por lo tanto el determinante de
todos los menores de orden 3 que formemos distintos a la matriz A contendrd dicha columna y por las
propiedades de los determinantes sabemos que si un determinante contienen una fila o columna llena de
ceros vale cero, llegando a la conclusién que en sistemas homogéneos se cumple que r (A) = r (A’) (por
dicha razén siempre son Sistemas Compatibles).

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» ParaAy =0y Ay =2 — r(A) = r(A’) = 2 < n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema
Compatible Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» ParaA € R\ {0, 2} — r(A) =r(A’) = n° de incdgnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, cuya tinica solucién es la denominada solucién trivial.

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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b) Nos piden que z # 0, es decir nos estdn obligando a que el sistema posea una solucién distinta a la
trivial que solo serd posible si el sistema es Compatible Indeterminado, por el apartado anterior sabemos
que para A; = 0y A, = 2 se verifica dicha condicién. Para determinar si es posible resolveremos el sistema

para ambos valores de A.

i) Para A = 0 tenemos un Sistema Compatible Indeterminado con un grado de libertad ( restamos a el
numero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes, n® de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos
eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no pertenece al menor de orden 2 que usamos en
el apartado a), en este caso F;) para posteriormente escalonar el sistema e imponerle a una de las incognitas

un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

=t 2y+2z=0
zZ =
2y+2z=0 — Y
2y+z=0
2y+z=0

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

2y+2z = 0 2 2|0\ B=h-F 2 210 2y+2z = 0
— — —
2y+z = 0 2 11]0 0 —-110 -z =0

Una vez escalonado el sistema observamos que ha desaparecido la incégnita x, en consecuencia a dicha

incégnita le impondremos un pardmetro, x = 6, con 6 € R, quedando el siguiente sistema

2y+2z = 0 =4 2y+2-(0) = 0 -qy = 0 ,confeR
—z =0 z = 0 z = 0

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (6; 0; 0),con 6 € R

ii) Para A = 2 volvemos a tener un Sistema Compatible Indeterminado con un grado de libertad ( restamos
a el numero de incognitas el rango de la matriz de coeficientes, n° de incognitas — r (A)), por lo tanto
debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no pertenece al menor de orden 2 que
usamos en el apartado a), en este caso F;) para posteriormente escalonar el sistema e imponerle a una de

las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

2x + =0

2x+2y+2z=0
2x+2y+2z=0 —

2x +2y+z=0
2x+2y+z=20

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

0\ B=K-F 2 2 2
—_—
0 00 -1

(e}

2x+2y+2z = 0 N 2 2 2
2x+2y+z = 0 2 21

0 2x +2y +2z =
%
0 -z =

e}
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Una vez escalonado el sistema observamos que z = 0 (podriamos parar de resolver aqui al no cumplir la
condicién del enunciado de que z # 0, pero seguimos resolviendo por obtener la solucién del sistema), a
una de las otras dos incégnitas le impondremos un pardmetro, por ejemplo y = 6, con 6 € R, quedando el

siguiente sistema

2x+2y+2z = 0 2x+2-(0)+2-0 = 6 2x = 20 x = —0
y = 0 — y = 606 — y = 6 - ¢y = 6 ,confc
-z =0 z = 0 z = 0 z = 0

R

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (—6; 6; 0),con 8 € R

Solucion:

Para que z # 0 nuestro sistema debe tener al menos una solucién distinta de la solucién trivial por
tanto debe ser un Sistema Compatible Indeterminado, el cual solo es posible paraA =0y A = 2 en
cuyo caso z siempre vale cero y en consecuencia no existe ningtn valor de A que cumpla la condicién

indicada en el enunciado.
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2015. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION B.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones

X+waz = 2
2x+ay = a+4
3x+y+(a+4)z = 7

a) [1,75 puntos] Discute el sistema segtin los valores de «.
b) [0,75 puntos] Resuelve el sistema para o = 2.

a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coefi-
cientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafan a cada una de las varia-

bles y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna
B.

x+az = 2 10 x 2
2x+ay = a+4 )= (AB)=] 2 a 0 |a+4
3x+y+(a+4)z = 7 31 at+4 7
10 « 10 o 2
A=12 a« 0 |yA =2 a 0 a+4
31 a+4 31 a+4 7

Al aparecer el parametro « en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de a# que deberemos estudiar,
esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

10 « X0 0 2
A= & 0 | TS 0 e =100 T =
— N
31 a+4 3 1 4—2

=a-(4-2a)—1-(—2a) =4a — 242 + 20 = —2a% + 6a

202 +6a=0—a (—2a+6)=0
le:O
20+6=0, 20 =—-6—>0=23

|A] = —2a%+ 6u
A" = 0

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:

a1 =0,ap =3 ya € R\ {0, 3}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéra-
mos determinar su rango para alguno de los casos.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es

distinto de cero, garantizdndonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

1 0 o«
1 0
A=12 « 0 — 5 =1-1-3-0=1#0—r(A)>2,VmeR
3 1 a+4

En consecuencia para a1 = 0y ap = 3 el r(A) = 2, puesto que el tnico menor de orden 3 que posee
es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al
principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd maximo al ser el |A| # 0, que

en nuestro caso r (A) = 3.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A,
es decir A C A/, por lo tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los
podemos encontrar en A’, llegando a la conclusién que r (A) < r(A’) < 3, asi pues paraa; =0y ar = 3
solamente deberemos buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras que si

el parametro « toma valores diferentes sabemos que r (A") = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de a aunque

dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.
i) Para a; = 0.

Sustituimos el valor a1 = 0 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

100 100 2
A=|200|yA=|200 4
31 4 31 4 7

» Rango de A:r(A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A”:

1002\ r(A)<r(A)<3
A= 200 4 2<r(A)<3
3147

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga
el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A") = 3.
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El determinante de una matriz
1 2
2 4

ue contiene una fila o columna
— | dnecorn —0—r(A)=2
proporcional vale cero, en nuestro

caso Cp, =2-(C

=N =
) GRS
NN
I
|
—~
~—

ii) Para ap = 3.

Sustituimos el valor ay = 3 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

b
I
W N e

0
3
1

N © W

10
yAl=|2 3
31

N O W
N NN

» Rango de A:r(A) = 2, explicado anteriormente.

= Rangode A”:

103 2\ r(A)<r(A)<3
A=|23 07 2<r(A)<3
3177

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga
el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

102 X090 3 3
23 7|88 153 3= N
317 311

Si una matriz tiene dos filas o columnas iguales o ,
= . . =0—>r(A)=2
proporcionales su determinante vale cero, F; = 3 - F,
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iii) Paraw € R\ {0, 3}.

Si nuestro sistema toma valores distintos de a; = 0y ap = 3 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que
A C A’. Ambas matrices tendrdn rango maximo, en consecuencia

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema
en funcién de los rangos:

» Paraa; = 0y ar = 3— r(A) = r(A’) = 2 < n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema
Compatible Indeterminado, posee infinitas soluciones con un grado de libertad.

» Paraa € R\ {0, 3} = r(A) =r(A’") = n°de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible
Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

b) Para a« = 2, por el apartado anterior sabemos que se trata de un Sistema Compatible Determinado con
una Unica solucién para cada incégnita, sustituimos el valor del pardmetro dado para obtener el siguiente
sistema.

x+2z=2
2x +2y =6
3x+y+6z=7

Para resolverlo podemos optar principalmente por dos métodos:

i) Resolvemos el sistema por Gauss-Jordan: Escalonaremos el sistema para obtener la solucion.

X+2z7=2 10 2|2 10 2
2wt2y=6 — | 2 2 06 —>§2f‘§? 02 —4|2 | 225
Bx+y+6z=7 316(7) 77 0|1
10 212 Lo 22y
F<F 0 1 O 1 F=F-2F, O 1 O 1 3= 1153
02 —4|2 00 —40
1 10 2|2 1002
B=—715 01 0l1 F=FK-2k 01 01
00 1|0 00 1|0
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La solucién del sistema es

2

z = 0

ii) Por la regla de Cramer: Mediante una divisién de determinantes.

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Si reescribimos nuestro sistema en forma matricial AX = B

X+2z=2
2x+2y =6 —

3x+y+6z=7

Los valores de x, y y z se definen como

LN RPN
_ N Ol = N O

10 2
2 20
31 6
2 2
6 0
7 6 4
1 1 1| 4
2 -1 0
0 1 2

1 , pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (2; 1; 0)

02
2 6
17
1 -1
-1 0
1 2

Solucion:

La solucién del sistema para o« = 2 es

(2; 1, 0).

y

Z

2

1 o también la podemos expresar como (x, y, z)

0
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2015. RESERVA A.OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales

axx+y+3z = 4
X+y—2z = -2
—x+2y+B3+a)z = 4+«

a) [1,25 puntos] Determina, si existen, los valores de a para los que el sistema dado tiene solucién tinica.
b) [1,25 puntos] Determina, si existen, los valores de « para los que el sistema dado tiene al menos dos
soluciones. Halla todas las soluciones en dichos casos.

a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coefi-
cientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las varia-

bles y la matriz ampliada A’, que la formaremos anadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna
B.

ax+y+3z = 4 x 1 3 4
x+y—2z = -2 —(A[B)= 1 1 -2 ] =2
—x+2y+B+a)z = 4+« -1 2 3+a |4+«
x 1 3 x 1 3 4
A=|1 1 —2|yA=|1 1 -2 -2
-1 2 3+« -1 2 3+a 4+

Al aparecer el pardmetro « en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de a# que deberemos estudiar,

esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

x 1 3 o« ) G . 5
— —_ —(X J—
Al=]1 1 —2 |20 10 g —5[=-(1)- =
[3=F;—2L —-1—-2a0 a—3
-1 2 34+« —1—-20¢ @ a—3
=—1-[1-a)-(a—3)—(=1—2a)-(=5)] =a® +6a +8
a2 4+6a+8=0
_ 2 —6—2
Z‘,'_ “+3"‘+8 6467418 M= =4
= N = =
4] 2-1 —6+2
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A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
np = —4, 00 = —2ya € R\ {—4, —2}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si

pudiéramos determinar su rango para alguno de los casos.

Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min {filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es

distinto de cero, garantizindonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

x 1 3
1 3
A=11 1 =2 5 =1-(-2)-1-3=-5#0—r(A)>2, VmeR
-1 2 3+«
En consecuencia para los casos en los que « = —4ya = —2elr(A) = 2, puesto que el tinico menor de

orden 3 que posee es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero,
lo obligamos al principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd maximo al ser
el |[A| # 0, que en nuestro caso r (A) = 3.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A,
es decir A C A’, en consecuencia los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los
podemos encontrar en A’, llegando a la conclusién que r (A) < r (A’) < 3, asi pues para los casos x = —4y
n = —2 solamente deberemos buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras

que si el pardmetro « toma valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de a aunque
dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.

i) Para oy = —4.

Sustituimos el valor x = —4 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
-4 1 3 -4 1 3 4

A= 11 -2 |yA' = 11 -2 -2
-1 2 -1 -1 2 -1 0

» Rango de A:r(A) = 2, explicado anteriormente
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» Rangode A”:
-4 1 3 4 ACA
A= 11 -2 =2 | r(A)<r(A)<s3
12 -1 0 2<r(A)<3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,

si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

1 3 4 3 -1 @ 5 1
1 —2 -2 w) 1 =2 >2|=-(1)- ) ) =
2 -1 0 2 -1 ¢
=3-(-1)-2-(-1)=—-1#0—r(A")=3
ii) Para ap = —2.
Sustituimos el valor « = —2 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
-2 1 3 -2 1 3 4
A= 11 -2 |yA = 11 -2 =2
-1 2 1 -12 1 2

» Rango de A: 7 (A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A”:

-2 1 3 4 ACA
A= 11 -2 =2 | r(A)<r(A)<3
-1 2 1 2 2<r(A")<3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,

si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero 7 (A") = 3.

1 3 4 X 3 4
B=K-F -5 -6
1 -2 2|——— 1@ -5 —6|=1- =
[3=F;—2F -5 -6
2 1 2 g -5 —6
Tiene dos filas o columnas
= | proporcionales su determinante | =0 — r (A’) =2

vale cero, F, = I3
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iii) Paraa € R\ {—4, —2}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de « = —4 y & = —2 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que

A C A’. Ambas matrices tendrdn rango maximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3
Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el sistema en funcién de sus rangos.

» Paraaw = —4,elr(A) =2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no podemos

determinar ninguna solucién.

» Paraan = —2,elr(A) =r(A’) < n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible Indetermina-
do, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» Paraax € R\ {—4, -2} — r(A) = r(A’) = n°de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

Paraa € R\ {—4, —2} nuestro sistema tendra solucion tnica al se un Sistema Compatible Determi-

nado.
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b) Para que nuestro sistema tenga al menos dos soluciones debe de ser un Sistema Compatible Indetermi-
nado, que gracias al apartado anterior sabemos que solo ocurre cuando a = —2, para dicho valor nuestro
sistema posee un grado de libertad (restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficien-
tes, n° de incognitas — r (A)), para resolverlo debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila
que no pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F3) para posteriormente

escalonar el sistema e imponerle a una de las incégnitas un pardmetro. Quedando el sistema bajo la forma

—2x+y+3z=4

fy—2z=-2
Ty X4y—2z=-2

—2x+y+3z=4 {
—Xx =2

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.
xX+y—2z=-2 1 1 -2| -2\ B=h+2F 11 —-2]-2 x+y—2z = -2
— —_— —
—2x+y+3z=4 -2 1 3| 4 03 —-1]0 3y—z = 0

Una vez escalonado el sistema a una de las incognitas le impondremos un parametro, por ejemplo para

nuestro caso y = 6, con 6 € R, quedando el siguiente sistema

x+y—2z = -2 x+(0)—2z = =2 x—2-(30) = —2-96
y = 0 = y = 0 — y = o —
3y—z = 0 3-0)—z = 0 z = 360
—2+ 560
= 6 , conf € R ,pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (=2 +56; 0; 360), con 0 €
z = 30

Solucion:

El sistema tendra al menos dos soluciones siempre que sea un Sistema Compatible Indeterminado

x = —2+50
que solo es posible para &« = —2, siendo la solucién del mismo ¢ y = 6 ,conf € Ro
z = 30

también la podemos expresar como (x, y, z) = (—2+56; 6; 30), con6 € R.
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2015. RESERVA B. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el sistema dado por AX = B
x 2 x
A=101 2 |, B=[|a-2 y X=|y
3 4 z

a) [0,75 puntos] Determina, si existen, los valores de & para los que el sistema tiene solucién tnica.
b) [0,75 puntos] Determina, si existen, los valores de « para los que el sistema no tiene solucién.
) [1 punto] Determina, si existen, los valores de a para los que el sistema tiene al menos dos soluciones.

Halla todas las soluciones en dichos casos.

Para poder contestar a todas las cuestiones en primer lugar realizaremos la discusién del sistema segtn
el pardmetro a. Realizando la operacién indicada en el enunciado, A - X = B, obtendremos el sistema de

ecuaciones que debemos discutir.

x 2 —1 x 1 ax+2y—z = 1
Azx3-Xzx1 =Bz = [ 0 1 2 ly =la-2]— y+2z = a—2
34 w /o, \2/,4 3 3x+4y+az = 3

Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coeficien-
tes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafan a cada una de las variables

y la matriz ampliada A’, que la formaremos anadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna B.

ax +2y —z = 1 x 2 1] 1
y+2z = a—2 - (AB)=[ 01 2 |a-2
3x+4y+az = 3 3 4 « 3
x 2 -1 x 2 —1 1
A=101 2 |yA=]01 2 a-2
3 4 « 3 4 3

Al aparecer el pardmetro « en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de a# que deberemos estudiar,

esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

a 2 —1 x 2 -5
Al=l0 1 2992 gy g =1 % T =1k (@—8)—3-(=5)] —a?—8x +15
34 a 3 4 a8 >oa-8
w?—8x+9=0
||j/||i “2_8(‘)"“5 a_Si\/(—8)2—4-1-15_ 041282_2:3
21 §+2
DCZZT:5
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A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
a1 =3,ap =5ya € R\ {3, 5}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéra-
mos determinar su rango para alguno de los casos.

Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min {filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es

distinto de cero, garantizdndonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

a 2 —1
01
A=|(0 1 2 — - =0:4-3-1=-3#0—r(A)>2,VmeR
3 4 «

En consecuencia para los casos en los que a1 = 3y ay = 5elr (A) = 2, puesto que el tinico menor de orden
3 que posee es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo
obligamos al principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd maximo al ser el
|A| # 0, que en nuestro caso r (A) = 3.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz
A, esdecir A C A’ ,por lo tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los
podemos encontrar en A’, llegando a la conclusion que r (A) < r (A’) < 3, asi pues para los casos a1 = 3y
ay = 5 solamente deberemos buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras

que si el parametro « toma valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Por todo lo anteriormente expuesto solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para
los diferentes casos de « aunque dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.

i) Para aq = 3.

Sustituimos el valor & = 3 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

3 2 -1 32 —-11
A=101 2 |yA=]l01 21
34 3 34 3 3

A continuacién estudiamos el rango de ambas matrices por determinantes.

» Rango de A:r(A) = 2, explicado anteriormente.
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= Rangode A”:
32 —-11 r(A) <r(A’) <3
A=lo01 21 2<r(A)<3

34 33
Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga
el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

321 x 2 7 11 Tiene dos filas o columnas
01 1|25 g11|=3 ik proporcionales su determinante | =
3 4 3 g 2 2 vale cero, F3 = 2F,

=0—r(A)=2

i) Para ap = 5.

Sustituimos el valor & = 5 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

5 2 —1 52 -1 1
A=lo0o1 2 |yaA=[01 23
34 5 34 53

A continuacién estudiamos el rango de ambas matrices por determinantes.
» Rango de A:r(A) = 2, explicado anteriormente
» Rangode A”:
52 -1 1Y\ r(A)<r(4)
A=|lo01 23 2<r(A) <
34 53

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga

<3
3

el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

5 21 5 72 -5 .
001 3|22 g% g|=1 s g | =1 (-9 -3 (-9) =
3 4 3 3 4 -9 B
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iii) Paraaw € R\ {3, 5}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de a; = 3 y ap = 5 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A, puesto que

A C A'. Ambas matrices tendrdn rango maximo, en consecuencia v (A) =r(A’) =3

Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el sistema en funcién de sus rangos.

» Paraa =3,elr(A) =r(A’) =2 < n°de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible Indetermi-

nado, posee infinitas soluciones con un grado de libertad.

» Paraa = 5,elr(A) =2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no podemos

determinar ninguna solucién.

» Paraa € R\ {3, 5} — r(A) = r(A’) = n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, tiene una tnica solucién para cada una de las incégnitas.

Paraa € R\ {3, 5} el sistema tendra solucion tnica al tratarse de un Sistema Compatible Determi-

nado.

b)

Para o = 5 el sistema no tendré solucion al tratarse de un Sistema Incompatible.
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c) Para que nuestro sistema tenga al menos dos soluciones debe de ser un Sistema Compatible Indetermi-
nado, que gracias al apartado anterior sabemos que solo ocurre cuando a# = 3, para dicho valor nuestro
sistema posee un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficien-
tes, n° de incognitas — r (A)), para resolverlo debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila
que no pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F;) para posteriormente

escalonar el sistema e imponerle a una de las incégnitas un pardmetro. Quedando el sistema bajo la forma

3x =1
{ y+2z=1

y

Nuestro sistema ya se encuentra escalonado, asi que a una de las incégnitas le impondremos un pardmetro,

por ejemplo para nuestro caso z = 6, con 0 € R, quedando el siguiente sistema

3x+4y+3z = 3 3x+4y+3-(0) = 3 3x+4-(1-20) = 3-30
y+2z = 1 — y+2-60) =1 — y = 1-20 —
z = 0 z = 0 z = 0
= —3+30
=Sy = 1—-20 ,conf R
z = 0

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (—% + %9,’ 1—26;6),conf € R

Solucién:

El sistema tendra al menos dos soluciones siempre que sea un Sistema Compatible Indeterminado

- _1.45
x = —3+30
que solo es posible para « = 3, siendo la solucién del mismo { y = 1-20 ,conf € Ro
z = 0

también la podemos expresar como (x, y, z) = (—% + %9; 1— 26, 6) ,conf € R.
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