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2014. TITULAR JUNIO. OPCION B. EJERCICIO 3.

[2,5 puntos] Considera las matrices

011 1 -1 1
A=|100]| y B=] 1 -1 0
00 1 -1 23

Determina, si existe, la matriz X que verifica AX + B = A2,

a) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A-X+B=A?
Pasamos la matriz B al otro lado de la ecuacion realizando la operacion opuesta.
A-X+B=A> 3 A-X=A>-B

Como A se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de

ambos miembros de la ecuacion por AL
A-X=A"-B—- A1 A X=A" (A*-B)
ComoA™'-A=1—1-X=A" (A>-B)
y I-X=X—->X=A"1(A>-B)

Si realizamos la multiplicacién y aplicamos la definicién de matriz inversa obtendremos una ecuacién maés

sencilla.
X=A1.4A2-A1.B
ComoA’=A-A—3X=A1 A - A-—A1.B

yA T A= >+X=1-A-A1'B+X=A-A1B

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=A-A1.B

Para obtener la matriz pedida calcularemos A1, A~! - By posteriormente A — A~! - B.
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Antes de nada comprobaremos que A tiene inversa verificando que su determinante es distinto de cero.

01
10

|A| = =1- =1-[0-0-1-1]=-1+#0- 341

=2 = O
R =

1
0
0

Como |A| # 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion:

_ 1
(A= W(COf(A))t (1)
00 142 |10 143 (10
(-t (=1) - (-1
01 01 0 0
011
1 1 01 01
A=1[10 0 —cof (A) = | (=1)*™. —1)%*2. —1)%+3.
Lo e et I B el i G P S
3x3 1 1 01 01
(_1)3+1 . (_1)3+2 . (_1)3+3 .
0 0 1 0 1 0 .
0 -1 0
cof(A)=]1 -1 0 0
0 1 -1 33

0 -1 0
(cof (A= -1 0 1
0 0 -1

1 0 -1 0 0
Al = — | -1 0 1 = -1
0 0 -1 3x3 1 3x3
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Calculamos A~!- B

0 1 -1 1
Ay Bas=|1 0 -1 : 1 -10 =
L/ s -1 23/,

0-141-1+0-(=1) 0-(-1)+1-(-1)4+0-2  0-1+1-0+0-3
= 1114014 (=1)-(=1) 1-(=1)40-(=1)+(=1)-2 1-140-0+(-1)-3| =
0-140-14+1-(=1) 0-(-1)4+0-(-=1)+1-2  0-140-0+1-3

3x3
1 -1 0
= 2 -3 -2
-1 2 3

3x3

Realizamos A — A~ 1-B para obtener la matriz X.

011 1 -1 0 0—1 1—(—1) 1-0
X=|100 -1 2 -3 =2 = 1-2 0—(=3) 0—(-2) =
001/, -1 2 3/, 0—(—1) 0—2 1-3 ),
-1 2 1
= -1 3 2
1 -2 -2
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2014. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION B. EJERCICIO 3.

Considera las matrices,

1 0 2 2 0 -3
A= 1 1 1 y B= 3 -1 -3
2 30 -1 -2 -1

a) [0,5 puntos] Calcula A~ L.
b) [2 punto] Halla la matriz X que verifica que A'X + B = I, siendo I la matriz identidad y A’ la matriz
traspuesta de A.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|.

102 0
—Cse 1 -1
Al=]1 1 1[2=2% 111 1 =1, =1 (-3 ()= -1 £
2 30 3 —4

Como | A| # 0 la matriz tiene inversa, obtenemos A~! mediante la expresién:

1

Al = W(cof (A) (1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

1 1 1 1 1 1
)L _1)i2, )3,
10 2 ( ) 30 ( ) 20 ( ) 23
0 2 1 2 1 0
A=1111 —cof (A) = | (=1)*. —1)%*2. —1)%73.
Lo e W e S Ve it I Ve
3x3 0 2 1 2 1 0
(_1)3+1 . (_1)3+2 . (_1)3+3 .
11 1 1 1 1
3x3
-3 2 1
cof (A) = 6 —4 -3
-2 1 1 33

A continuacién la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

-3 6 -2
(cof (A))' = 2 —4 1
1 -3 1

3x3
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Y por ultimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

, -3 6 2 3 -6 2
Al=—-| 2 -4 1 = -2 4 -1
1 -3 1/, -1 3 -1/,

3 -6 2
A= -2 4 -1
-1 3 -1

8BS

b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

At X+B=1

Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuacion realizando la operaciéon opuesta.

Al X+B=1—A""X=1—-B

Como A’ se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuacién por (A!) .

A X=1-B— (A) AL X = (A

(I B)
Como (A') - Al =T—1-X=(A)"-(I-B)
y I-X=X-X=(A)"-(I-B)

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = (A" (1-B)

Para obtener la matriz pedida calcularemos (A") ~!, I — By posteriormente (A" 1.(1-B).

Por las propiedades de la matriz inversa sabemos que (At)f1 = (A_l)t,por lo tanto obtener (At)f1 es

sencillamente hacer la traspuesta a A~! ya calculada en el apartado anterior.

L 3 —2 —1
(AT =(a)y =] -6 4 3
2 —1 -1

3x3

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Calculamos I — B

1 00 2 0 -3 1-2 0—-0 0—(-3)
Bxa—Bsz=| 010 - 3 -1 -3 = 0-3 1—(=1) 0—(=3) —
001/, -1 =2 -1/, 0—-(=1) 0-(=2) 1-(=1) /,,
-1 0
= -3 2 3
1 2 2

Realizamos (A") - (I — B) para obtener la matriz X.

3 —2 —1 -1 0 3
X=(A)"-(I-B)=| -6 4 3 | -3 23 =
2 -1 -1) 122),

3-(-1)+(=2)-(=3)+(-1)-1 3-0+(=2)-24+(-1)-2 3-3+(-2)-3+(-1)-2
= —6-(=1)+4-(-3)+3-1 —6-0+4-2+3-2 —6-3+4-3+3-2
2-(-1)+(-1)-(-2)+(-1)-1 2:04+(-1)-24+(-1)-2 2-3+(-1)-3+(-1)-2

3x3
2 —6 1
= -3 14 0
0 —4 1

3x3

2 -6 1
La matriz pedida que cumple la ecuacion dada en el enunciadoes X33 = | -3 14 0
0 -4 1

8o
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2014. RESERVA A.OPCION B.EJERCICIO 3.

A:<1+m 1 > , B:<1 —1)
1 1-m 1 0

a) [0,75 puntos] ;Para qué valores de m se verifica que A> = 2A + I? (I denota la matriz identidad).

Considera las matrices

b) [1,75 puntos] Para m = 1, calcula A1 y la matriz X que satisface AX — B = AB.

a) Para obtener los valores de m que verifican la igualdad dada en el enunciado en primer lugar realizare-
mos las siguientes operaciones A2, 2A y 2A + I.

1+m 1 1+m 1
A2:A2x2'A2x2:< . , > < 1 . ) =
M o M Jon

_ ( (T+m)-(1+m)+1-1 (1+m)-1+1-(1—m))
1 2x2

(14+m)+(1-m)-1 1-14+(1—m)-(1—m)

_<m2+2m+2 2 )
- 2
2 m-—2m+2 o
1+m 1 2-(14+m) 2-1 2+2m 2
2:-Ax =2 = =
1 1—m - 2.1 2-(1—m) - 2 2 —2m -

242m 2 10 242m4+1 240
2420+ B2 = 2 2.2 1o - 240 2-2m+1 B
A e 2x2 + —2m+ 2x2

_<3-|—2m 2 )
2 3—-2m e

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Como A? = 2A + I, entonces ambas matrices deben de ser iguales lo que significa que cada uno de sus
coeficientes deben de coincidir, para ello igualaremos coeficiente a coeficiente para obtener un sistema de

ecuaciones que al resolverlo obtendremos, si existen, los valores de m.

<m2+2m+2 2 ) _<3+2m 2 >
. -
2 me—=2m+2 J, 2 3-2m J,,

m2+2m+2=3+2m 2=2
2=2 m? —2m+2=3—2m

Resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido.
m24+2m+2=3+2m; m4+2m+2—-3-2m=0, m —1=0;, m?> =1, m==+vV1—-m==+1

2 = 2 se trata de una igualdad que es cierta, si no fuera cierta no seria posible que ambas matrices sean

iguales.
m2—2m+2=3-—2m; mP—-2m+2-342m=0;, m*—1=0;, m> =1, m=+vV1—m==+1

Para que se cumplan todas las igualdades deben de coincidir las soluciones obtenidas en cada una de

las ecuaciones, en este caso nos coinciden ambas soluciones.

Para m = +1 se verifica la igualdad A? = 2A + I.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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b) Sustituimos el valor de m = 1 para obtener la matriz
A que usaremos en el ejercicio.

= (5)

Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es

distinto de cero, calculamos el | A]|.

21

Al = =2.0-1-1=-1#0.
Al=1 #

Una matriz cuadrada A es simétrica si coincide
con su traspuesta, es decir si A = At. La inversa
de una matriz simétrica es simétrica por lo tanto
la expresion para calcular su inversa la podemos
escribir como:

(4)" = |%cof(A)

Como | A| # 0 la matriz tiene inversa, obtenemos A~! mediante la expresion:

a_ b

ATl = ‘A’cof(A) (1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

B 271 B (_1)1+1 0 (_1)1+2 1 B
A= ( 10 ) —cof (A) = <(_1)2+1_1 (_1)2+z.2> =

()

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

A_1_1< 0—1> _(0 1)
-1 -1 2/, L =2/,

Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A-X-—B=A-B

Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuacion realizando la operaciéon opuesta.

A-X—B=A-B—-A-X=A-B+B

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Como A se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuacién por A~ L.

A-X=A-B+B—A1.A-X=A"1-(A-B+B)

Simplificaremos la ecuacién si realizamos la multiplicaciéon

AT A X=A1.A-B+A 1B
ComoA ' " A=1—1-X=I1I-B+A'.B

y I-X=X—>X=B+A.B
I-B=B8

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=B+Al!.B

Para obtener la matriz pedida calcularemos A1, A~ - B y posteriormente B+ A~! - B.

La matriz inversa de A la hemos calculado al principio del apartado.

A1:<0 1>

1 -2 2x2

Calculamos A~1- B

» 0 1 1 -1 0-1+1:1  0-(=1)+1-0

A Br2=1 |, {1 o0 114 (=2) 1 1-(—1 2.0)
- 2x2 2x2 1+ (=2) (=D +(=2) 22

_( 1 o)
-1 -1 2x2

Realizamos B + A~! - B para obtener la matriz X.

1 -1 1 0 1+1 -1+0 2 -1
r 0/,, -1 -1/,, 1+(—1) 0+ (-1) e 0 -1/,,

Solucion:

0 1

La matriz inversade Aes Al = ( . 5

> y la matriz pedida que cumple la ecuacién dada en
2x2

2 -1

el enunciado es Xp,p = ( ) .
0 -1

2x2
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2014. RESERVA B. OPCION B.EJERCICIO 3.

[2,5 puntos] Considera las matrices

1 00 001
A=|0 -2 1 y B=|11 1
0 -5 3 100

Halla la matriz X que verifica A"!XA =B — A

Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A1.X-A=B-A

Como A~ ! se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros

de la ecuacién por A.
AT X A=B-A—-A-A1.X-A=A-(B-A)

ComoA-A'=1—-1-X-A=A-(B—A)
y I- X=X — X-A=A-(B—A)

Como A se encuentra a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos miembros de

la ecuacién por A1
X-A=A-(B—A) =X -A-A1=A-(B-A)-A"!

ComoA-A =1 X-T=A-(B—A)-A"!
y X-I=X—->X=A-(B—A)-A"!
La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:
X=A-(B-—A)-A!

Para obtener la matriz pedida calcularemos A1, B— A, A - (B — A) y posteriormente A - (B — A) - A~L.

Antes de nada comprobaremos que A tiene inversa verificando que su determinante es distinto de cero.

g0 .
Al=|0 —2 1|=1- =1.[-2-3—(=5)-1]=—-1#£0—3A"!
i _5 —5 3

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Como |A| # 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion:

- 1
(A)lzTZﬁwaﬂf 1)
(_1)14-1' _§ ; (_1)1-5-2.8 ; (_1)14—3_8 _i
0 0 B B
0 0 10 1 0
A=]0 -2 1 —cof (A) = | (=1)*. —1)%*2. —1)%73.
o f(A) (-1) s 5 (1) 0 3 (-1) 0 s
- 323 51 |0 0 302 |10 303 |10
(=)™ (=1)™- (=)™
2 1 0 1 0 -2/,
1 0
cof (A) = 0 3 5
0 -1 -2

3x3

A continuacién la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

-1 0 0
(cof (A)) = 0 3 -1
05 =2

3x3

Y por tltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

-1 0 O 1 00
A7l = - 0 3 -1 =0 =31
05 =2/, 0 =52/,

Calculamos B— A, A- (B—A)

0 01 1 00
B3yz — Asyz = 1 1 1 — 0 -2 1 =
100 3x3 0 =53 3x3
0-—-1 0—-0 1-0 -1 0
=] 1-0 1—-(-2) 1-1 =1 13 0
1-0 0—(-5) 0-3/, . 15 -3/,

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 5
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1 0 0 -1 0 1
Azx3- (Baxs —Asxz)=| 0 -2 1 : 13 0 =
0 -5 3 33 1 5 -3 33

1-(~1)+0-1+0-1 1.040-340-5 1-140-040-(=3)
= 0-(=1)+(=2)-141-1 0-04(=2)-3+1-5 0-1+(—2)-0+1-(=3)

0-(~1)+(=5):1+3:1 0-0+(=5):3+3-5 0-1+(=5)-0+3-(-3) /.

-1 0 1
= -1 -1 -3
—2 0 -9

3x3

Realizamos A - (B — A) - A~! para obtener la matriz X.

-1 0 1 1 00
X=] -1 -1 -3 0o =31 =
-2 0 -9/ . 0 -5 2/,
—1-14+0-04+1-0 —1-04+(=3)+1-(-5) —-1-04+0-1+1-2
=| -1-1+(=1)-0+(=3):0 —=1-0+(=1)-(=3)+(=3)-(=5) —1-0+(=1)-1+4(=3)-2
—2-14+0-0+(-9)-0 —2-0+0-(=3)+(=9)-(-5) —2:0+0-1+(-9)-2 23
-1 -5 2
= -1 18 -7
-2 45 18 /.
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