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2014. TITULAR JUNIO.OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales

x+2y—3z = 3
2x+3y+z = 5

a) [1,5 puntos] Calcula « de manera que al afiadir una tercera ecuacién de la forma ax +y —7z = 1 el
sistema resultante tenga las mismas soluciones que el original.

b) [1 punto] Calcula las soluciones del sistema dado tales que la suma de los valores de las incégnitas sea
4.

a) Afiadimos la nueva ecuacién a nuestro sistema y transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz
(A|B), de la cual obtendremos la matriz de coeficientes que denotaremos como A, constituida por los coefi-
cientes que acomparfian a cada una de las variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo

a la matriz de coeficientes la matriz columna B.

x+2y—3z = 3 1 2 -3|3
2x+3y+z = 5 = (AB)=] 2 3 1|5
ax+y—7z = 1 a1 =711
-3 12 -3 3
A=123 1 |yA'=|23 1 5
-7 a 1 =7 1

El enunciado nos impone que nuestro nuevo sistema debe tener las mismas soluciones que el original,
como el sistema dado se puede ver a simple que sus dos ecuaciones no son proporcionales sabemos que
son linealmente independientes lo que significa que la nueva ecuacién debe ser combinacion lineal de ellas
dos, para determinar el valor de & que provoca la combinacién lineal nos bastara con calcular el determi-
nante de la matriz de coeficientes e imponerle que sea cero, porque sabemos por las propiedades de los

determinantes que si existe combinacion lineal en una matriz su determinante valdra cero.

12 -3 X ¢ i . .
C3=C343C, 1—2a0 —74 3«
x 1 -7 1—2a0 —7+43«
Al = 11
=1-[(-1)-(=7+3a) — (1 —2a)-7] = 11la — |‘A’||— Oa 1la =0 —=a =0

Para « = 0 la nueva ecuacién sera combinacién lineal de las ecuaciones dadas dando lugar a que

ambos sistemas tengan las mismas soluciones.

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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b) Creamos la nueva ecuacién x + y 4 z = 4, que afiadimos al sistema dado para obtener el nuevo sistema

de ecuaciones.

x+2y—3z = 3

2x+3y+z = 5
x+y+z = 4
Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B).
x+2y—3z = 3 12 =33
2x+3y+z = 5 = (AB)=] 2 3 1|5
x+y+z = 4 11 4
1 2 -3 12 -3 3
A=|23 1 |yA=[23 1 5
11 11 4

Estudiaremos el rango de ambas matrices para ver a que tipo de sistema nos enfrentamos.

Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min {filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, y en la matriz ampliada siempre esta la matriz A, es de-

cir A C A’,por lo tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusién que r (A) < r (A’) < 3.

» Rango de A:
1 2 -3
A=|23 1| 1<r(a) <3
11 1
1 2
=1:3-22=-1#£0->7r(A)>2
23
12 -3 £ 2 -3
h=R-2kK 1 7
2 3 g -1 7|=1 =34£0—r(A)=3.
B=K-F -1 4
11 g -1 4
» Rangode A”:
12 -33 ACA
Al=12 3 r(A) <r(A’) <3
11 3<r(A)<3

Por lo anteriormente expuesto al ser el determinante de la matriz de coeficientes distinto de cero el

rango de ambas matrices serd 3.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 5
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Mediante el teorema de Rouché-Frobenius podremos clasificar el sistema en funcién de los rangos:

» Como (A) =r(A’) = n° de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible Determinado, tiene una
Unica solucién para cada una de las incégnitas.

Para resolverlo podemos optar principalmente por dos métodos:

i) Resolvemos el sistema por Gauss-Jordan: Escalonaremos el sistema para obtener la solucién.

x+2y—3z=3 1 2 3|3 1 2 -3| 3
2e43y+z=5 = |23 1|5 | 2250 -1 7 -1 | 2R
x+ty+z=4 11 T 1 4] 1
12 -3[3\ (1 2 -3]3
F=F—-F 0 7 3=—313 0 —1 71 1 Fi=F+3F
B=F-7F
0 -3| 2 0 0 1|-3
1 1 120 3 100 %
o —1 0| B | S 01 0= |5 001 0]
R -2 00 1| -2 00 1| -2
La solucién del sistema es
25
3
y = -4 pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (3; —%; —3)
2
Z [ —
3

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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ii) Por la regla de Cramer: Mediante una division de determinantes.

Si reescribimos nuestro sistema en forma matricial AX = B

xX+2y—3z=3 1 2 -3 X 3
2x+3y+z=5 — | 2 3 1 |-|ly|=|5
x+y+z=4 11 1 z 4
Los valores de x, y y z se definen como
3 2 -3 1 3 -3 123
53 1 25 1 2 35
4 1 1 25 14 1 11 11 4 2
X = = — y: = —— z = = ——
12 -3 3 12 -3 3 12 -3 3
2 3 1 2 3 1 2 3 1
11 1 11 1 11 1

Solucion:

= 25
3
La solucién del sistema es ¢ y = —% o también la podemos expresar como (x, y, z) =
- 2
Z = 3
(&. _ . _2)
3/ 737 7 3)

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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2014. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones

X—y+mz
mx+2y+z
—X+y+2mz

=0
= 0
=0

a) [0,75 puntos] Halla los valores del pardmetro m para los que el sistema tiene una tinica solucién.

b) [1 punto] Halla los valores del pardmetro m para los que el sistema tiene alguna solucién distinta de la

solucién nula.

¢) [0,75 puntos] Resuelve el sistema para m = —2.

a) y b) Resueltos a la vez

Para poder contestar a las dos primeras cuestiones
en primer lugar realizaremos la discusion del sis-
tema segin el pardmetro m. Para ello transforma-
mos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B),
de la cual obtendremos la matriz de coeficientes que
denotaremos como A, constituida por los coeficien-
tes que acompafian a cada una de las variables y
la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadien-

do a la matriz de coeficientes la matriz columna

Un sistema de ecuaciones lineales homogéneas es
un sistema de la forma AX = 0, lo reconoce-
mos porque todos sus términos independientes
son nulos, se caracterizan por ser siempre Siste-
mas Compatibles, encontrdndonos con dos posi-
bilidades:

m Sies Sistema Compatible Determinado, so-
lo existe la solucién trivial (x, y, z) =
(0, 0, 0).

m Si es Sistema Compatible Indeterminado
puede tener al menos una solucién no tri-

B. vial.
x—y+mz = 0 1 -1 m|0
mx+2y+z = 0 — (A[B)= m 2 1|0

—x+y+2mz = 0 -1 1 2m |0
1 -1 m 1 -1 m O

A=|m 2 1 |yA=m 2 1 0
-1 1 2m -1 1 2m O

Se trata de un sistema homogéneo que siempre es compatible, al tener siempre la denominada solucién

trivial (x, y, z) = (0, 0, 0).

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Al aparecer el parametro m en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién
de que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de m que deberemos estu-

diar, esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

1 —1 m 1 -1 o :
Al=|m 2 12225000 0 142m =3m- -
B=RK+F m+2 0
1 1 2m 0 ¢ 3m

=3m-[1-0—(m+2)-(—1)] =3m-(m+2)

|Al= 3m-(m+2)
A"l = 0

m+2=0—m = -2

3m-(m+2)=0
Im=0—>my =0

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
my = —2,my = 0y m € R\ {—2, 0}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si
pudiéramos determinar su rango para alguno de los casos.

Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1 y 3, pero para los casos en los que m; = =2y my = 0 el
rango de la matriz A se encontrard entre 1 < r (A) < 2 puesto que el iinico menor de orden 3 que posee

es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al
principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd maximo al ser el |A| # 0, que

en nuestro caso r (A) = 3.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz
A, es decir A C A',por lo tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los
podemos encontrar en A’, ademds contiene una columna llena de ceros, asi que el determinante de todos
los menores de orden 3 que formemos distintos a la matriz A contendrd dicha columna y por las propieda-
des de los determinantes sabemos que si un determinante contienen una fila o columna llena de ceros vale
cero, llegando a la conclusién que r (A) = r (A’).

Solamente deberemos estudiar el rango de la matriz de coeficientes en cada uno de los siguientes casos:

i) Para my = —2.
Sustituimos el valor m = —2 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
1 -1 -2 1 -1 -2 0
A= —2 2 1 |yA=| =2 2 10
-1 1 —4 -1 1 -4 0

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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» Rangode A:r(A) =2

1 -1 -2\ 1<r(A)<2
A=| 2 2 1

1 1 -4
‘—1 2

, q|= 1 1-2:(-2)=3#0r(4) =2

» Rango de A”: Como en sistemas homogéneos r (A) =r (A') =2

ii) Para my = 0.

Sustituimos el valor m = 0 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

1 -1 0 1 -100
A= 0 21 |yA=| 0 210
-1 10 ~1 1.0 0

A continuacién estudiamos el rango de ambas matrices por determinantes.
» Rangode A:r(A) =2

1 -1 0\ 1<r(A)<2

-1 10

) =1-2-0-(-1)=2#0—7r(A) =2

» Rango de A”: Como en sistemas homogéneos r (A) =r (A’") =2

iii) Param € R\ {—2, 0}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de m; = —2y m, = 0 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que

A C A’. Ambas matrices tendran rango maximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3
Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema en funcién de los rangos:

» Param; = —2ymy =0 — r(A) = r(A’) = 2 < n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema

Compatible Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» Param € R\ {-2, 0} — r(A) = r(A’) = n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, cuya tinica solucién es la denominada solucion trivial.

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Para que solo tenga una tinica solucién nuestro sistema debe ser un Sistema Compatible Determina-

do que solo es posible para m € R\ {—2, 0}, cuya solucién tnica es la denominada solucién trivial
(x, y,2z)=1(0,0,0).

b)

Para que tenga alguna solucién distinta a la solucién nula o trivial nuestro sistema debe ser un

Sistema Compatible Indeterminado que solo es posible para m; = =2y mp = 0.

c) Para m = —2 volvemos a tener un Sistema Compatible Indeterminado con un grado de libertad (res-
tamos a el namero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes, n° de incégnitas — r (A)), en conse-
cuencia debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no pertenece al menor de orden
2 que usamos en el apartado a), en este caso F3) para posteriormente escalonar el sistema e imponerle a una

de las incégnitas un pardmetro. Quedando el sistema bajo la forma

x—y—2z2=0

xqoytz=0 {4 Y=
Y " —2x+2y+z=0

_x f—

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

0 B=F+2F 1 -1 —-210 X—y—22z =
% %
0 0 0 =310 -3z =

Una vez escalonado el sistema observamos que z = 0, debido a ello a una de las otras dos incognitas le

o O

x—y—2z=0 N 1 -1 -2
—2x+2y+z=20 -2 2 1

impondremos un pardmetro, por ejemplo y = 6, con 6 € R, quedando el siguiente sistema

x—y—2z = 0 x—(0)—2-0 0 0 x
y = 0 — y = 0 — y =60 -qy = 60 ,conbeR
z = 0 z =0 z =0 z =

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (6; 6; 0), conf € R

Solucion:

0
La solucién del sistema param = —2es ¢ y = 6 , conf € R o también la podemos expresar
VA =
como (x, y,z) = (6; 6; 0), con 6 € R.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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2014. SUPLENTE JUNIO. OPCION B.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales

mx —=2y+z = 1
x—=2my+z = -2
x—=2y+mz = 1

a) [1,75 puntos] Discute el sistema segtin los valores del parametro m.
b) [0,75 puntos] Si es posible, resuelve el sistema para m = —2.

a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coefi-
cientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafan a cada una de las varia-

bles y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna
B.

mx —2y+z=1 m =2 1 1
x—2my+z=-2 —(AB)=| 1 -2m 1|-2
x—2y+mz=1 1 -2 m| 1
m =2 1 m =2 1 1
A=11 —2m 1|yA =1 -2m 1 =2
1 -2 m 1 -2 m 1

Al aparecer el parametro m en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién
de que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de m que deberemos estu-
diar, esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

m -2 1
|Al=11 —2m 1|=m-(—2m)-m+1-(=2)-14+(=2)-1-1—[1-(=2m)-1]—(=2-1-m)—[1-(=2)-m] =
1 -2 m
= —2m3 +6m —4
Al = —2m®+6m —4 —2m3+6m—4=0
|A!| = 0 —2-(m®*=3m+2) =0

Resolvemos por Ruffini y posteriormente aplicando la férmula de 2° grado.

1 0 -3 2
-2 2 4 2 —m; =-2entonces —2- (m®—3m+2)=-2-(m+1)- (m?>—2m+1)
1 2 1 0

2+/(-2 -4 (- (1)

Z2_2m+1=0—m=

(Doble)

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
my = —2,m; = 1ym € R\ {—2, 1}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si

pudiéramos determinar su rango para alguno de los casos.

Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1 y 3, pero para los casos en los que m; = =2y mp = 1 el
rango de la matriz A se encontrard entre 1 < r (A) < 2 puesto que el tnico menor de orden 3 que posee es
la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al prin-
cipio del ejercicio, por lo tanto para dichos casos solo buscaremos menores de orden 2 cuyo determinante

sea distinto de cero.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A,
es decir A C A’, en consecuencia los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los
podemos encontrar en A’, llegando a la conclusién que r (A) < r(A’) < 3.

i) Para m; = —2.
Sustituimos el valor m = —2 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
-2 =2 1 -2 -2 1 1
A= 1 4 1 |yA= 1 4 1 -2
1 -2 =2 1 -2 -2 1
» Rango de A:

—2 -2 1\ 1<r(A)<2

A= 1 4 1
1 -2 -2
-2 =2
‘ L4 =-24-1-(-2)=-6#0—>7r(A)=2
» Rangode A”:

-2 -2 1 1\ r(A)<r(A)<3
A= 1 4 1 -2 2<r(A)<3
1 -2 =2 1

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga
el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 3
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-2 =2 1 7 7 X 3 0

R S SN M :1‘ 0 r(A) =2
FE=F—F 3

1 -2 00

ii) Para mp = 1.

Sustituimos el valor m = 1 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

1 -2 1 1 -2 1 1
A=11 -2 1 |yA=|1 -2 1 =2
1 -2 1 1 -2 1 1

» Rango de A:

1 -2 1 1<r(A)<2
A=111 -2 1
1 -2 1
Este caso es muy rdpido porque la matriz tiene las filas iguales, al tener tres filas iguales dos de

ellas son combinacién lineal respecto de alguna de ellas, por ejemplo podriamos decir que F, = F; y

F3 = Fj, al solamente tener una fila linealmente independiente podemos afirmar que r (A) = 1.

» Rangode A”:

1 21 1)\ r(A)<r(A)<3
3

A=|1 21 =2 1<r(A) <
1 21 1
11
| o=l (F2) =1 =30 r(4) 22

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que con-
tenga el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que
si es distinto de cero r (A") = 3.

= =0 r(A)=2

-2 1 1
5 1 5 Si un determinante tiene dos filas o dos columnas iguales
o proprcionales su determinante vale cero, F; = F,.

-2 1 1

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

iii) Param € R\ {2, 1}.

Si nuestro sistema toma valores distintos de m; = —2 y mp = 1 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que
A C A’. Ambas matrices tendrdn rango méximo, en consecuencia r (A) =r (A’) =3

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema
en funcién de los rangos:

» Param = —2 — r(A) = r(A’) = 2 < n° de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Indeterminado, posee infinitas soluciones con un grado de libertad.

» Param =1 — r(A) =1 # r(A’) = 2, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no
podemos determinar ninguna solucién.

» Param € R\ {-2, 1} — r(A) = r(A’) = n° de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compa-
tible Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

b) Para m = —2, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad (restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), asi que debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no per-
tenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso Fz) para posteriormente escalonar el

sistema e imponerle a una de las incégnitas un pardmetro. Quedando el sistema bajo la forma

—2x-2y+z = 1

X+4y+z=-2 —
4 x+4y+z = =2

—2x—-2y+z=1 {
X — =1

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

x+4y+z = -2 1 4 1|-2 )\ p=K+2R 1 4 1]-2 x+4y+z = -2
— _— —
—2x-2y+z = 1 -2 =2 1| 1 0 6 3|/-3 6y +3z = -3

Una vez escalonado el sistema a una de las incognitas le impondremos un parametro, por ejemplo para

nuestro caso y = 6, con 0 € R, quedando el siguiente sistema

x+4y+z = -2 x+4-0)+z = -2 x+(-1-20) = —2—-46
6y +3z = -3 — 6-(0)+3z = -3 — z = —1-20 —
y = 0 y = 0 y = 0
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= —-1-26
— y = g ,conf e€R
z = —1-260

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (=1 —26; 6; —1 —260), con 6 € R

Solucion:

x = —1-260
La solucién del sistema para m = —2 es y = 6 , conf € R o también la podemos
z = —1-20

expresar como (x, v, z) = (—1—26; 6, —1—260), con6 € R.
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2014. RESERVA A.OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales

x+(m+1)y+2z = -1
mx+y+z = m
1-m)x+2y+z = —-m—1

a) [1,75 puntos] Discute el sistema segtin los valores del parametro m.

b) [0,75 puntos] Resuélvelo para m = 2. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una solucién en la que
z=2.

a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coefi-
cientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafan a cada una de las varia-

bles y la matriz ampliada A’, que la formaremos afadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna
B.

x+(m+1)y+2z = -1 1 m+1 2 -1
mx+y+z = m p — (A|B) = m 1 1 m
1-m)x+2y+z = —-m—1 1-m 2 1|-m-—1
1 m+1 2 1 m+1 2 -1
A= m 1 1| yA' = m 1 1 m
1-—m 2 1 1—m 2 1 —m-—1

Al aparecer el parametro m en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién
de que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de m que deberemos estu-

diar, esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

1 m+1 2 —14+2m m—-3 @ 142 3
_r_ — m m —
Al=| m 1 1 525 01 1 gl=1 -
F=F—F 2m — 1 —1
1-m 2 1 1—m 2 X
=(=1+2m)-(-1)—(2m—1)-(m—3) = —2m* +5m — 2
2 _
A= —2m? 4 5m—2 —2m +5m—22—0 1
4| = 0 o OEVE-4 (2 (D) fm=;

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
my = %, my=2yméeR\ {%, 2}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéra-
mos determinar su rango para alguno de los casos.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es

distinto de cero, garantizdndonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

1 m+1 2
A= m 1 1] —
1—m 2 1

1

1
‘:L1—21:—1#0%7M)22Vm6R

En consecuencia para m; = 3 y my = 2elr(A) = 2, puesto que el inico menor de orden 3 que posee
es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al
principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd méximo al ser el |A| # 0, que

en nuestro caso r (A) = 3.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz
A,esdecir A C A’ ,por lo tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los
podemos encontrar en A’, llegando a la conclusién que r (A) < r (A’) < 3, asi pues param; = 3 y m; =2
solamente deberemos buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras que si

el parametro m toma valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de m aunque

dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.

i) Para my = %

Sustituimos el valor m = 1 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

132 132 -1
A= 1 11 |yA=1 11 ]
1 1 3
121 121 -3

» Rango de A: r(A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A":r(A') =3

1 32 -1\ r(A)<r(A)<3
A=|3 11 ] 2<r(A)<3

1 3

2 21 =

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga

el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
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distinto de cero r (A’) = 3.

3 5

2 2 -1 F—F_ 28 | 2 g2 -2 2
2—Ip—In —

21 -3 2 X A

=-3.2-(-1):2=-3#0—r(A) =3

ii) Para my = 2.

Sustituimos el valor m = 2 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

A=

132 —1
211 |yA=| 211 2
1 2 1 ~1 2 1 -3

Rango de A: 7 (A) = 2, explicado anteriormente.

Rangode A":r(A") =2

2 -1\ r(A)<r(A)<3
A= 211 2 2<r(A) <3
-1 21 -3

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga
el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A") = 3.

32 -1 37X -
: Befon, .

F=F-3F -7 =5
2 -3 -7 =5 1}

Si una matriz tiene dos filas o columnas iguales o ,
= ) ) =0—r(A)=2
proporcionales su determinante vale cero, F, = —F;
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iii) Param € R\ {3, 2}.

Si nuestro sistema toma valores distintos de m; = % y m, = 2 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que
A C A’. Ambas matrices tendrdn rango maximo, en consecuencia

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema
en funcién de los rangos:

» Param = § — r(A) = 2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no

podemos determinar ninguna solucion.

» Param =2 — r(A) = r(A’) = 2 < n°de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Indeterminado, posee infinitas soluciones con un grado de libertad.

» Param € R\ {3, 2} = r(A) = r(A’) = n°de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compati-

ble Determinado, tiene una tnica solucién para cada una de las incégnitas.

b) Para m = 2, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad (restamos a el nimero de incoégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), en consecuencia debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila
que no pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F;) para posteriormente

escalonar el sistema e imponerle a una de las incgnitas un pardmetro. Quedando el sistema bajo la forma

x+3 = -1
2x+y+z=2
2x+y+z=2 —
—Xx+2y+z=-3

—x+2y+z=-3

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

-3\ B=hi2R -1 2 1|-3 —x+2y+z = -3
e R -
2 0 5 3|4 S5y+3z = —4

Una vez escalonado el sistema a una de las incognitas le impondremos un parametro, por ejemplo para

—x+2y+z=-3 . -1 21
2x+y+z=2 211

nuestro caso z = 6, con 6 € R, quedando el siguiente sistema

—x+2y+z = -3 —x+2y+ () = -3 —x+2y = -3-0
Sy+3z = —4 = Sy+3.(0) = 4 — y - 2% o
= == 0 T
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—4-30 7_0
—X+2 | — = -3—-0 —
—4-39 — —4-30 ,conf €R
o= s y = —5

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (7—_9 ; _4g 3. 9) ,conf € R

Como el enunciado nos pregunta si es posible encontrar una solucién para que z = 2, igualamos el nuevo

valor al obtenido anteriormente.

= 2
{Z —0=2
z = 0

= 1
Para 6 = 2 se satisface la condicién impuesto, siendo la solucién del sistema { y = -2
z 2

Pudiendo expresarse como (x, y, z) = (1, —2; 2)

Solucion:

7—06
x = 5
La solucién del sistema para m = 2 es —4-30 ,conf € R o también la podemos
Yuu e
z = 0

expresar como (x, y, z) = (554, =%2%;, 60), conf € R.

Para 0 = 2 existird una solucién que satisface z = 2, siendo la solucién del sistema para este caso
(x,y,2z)= (1, =2; 2).

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 2 1


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

2014. RESERVA B. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones con incégnitas x, y, z,

Ay+(A+1)z = A
Ax+z A
X+Az = A

a) [1,5 puntos] Discute el sistema segtin los valores del parametro A.
b) [0,5 puntos] Resuelve el sistema para A = 1.
¢) [0,5 puntos] Para A = 0, si es posible, da tres soluciones distintas.

a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coefi-
cientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafan a cada una de las varia-

bles y la matriz ampliada A’, que la formaremos anadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna
B.

Ay+(A+1)z=A 0 A A+1]A
Ax+z=A —(AB)=| A 0 1 |A
X+Az=A 1 0 A A
0 A A+1 0 A A+1 A

A=A 0 1 yA'=[A 0 1 A
1 0 A 1 0 A A

Al aparecer el parametro A en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicion de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de A que deberemos estudiar,

esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

g X AT v
[Al={A 8 1 |=-A- =A-A-A-1-1=A-(A2-1)
1 A
16 A
A=0
A= A-(A2=1) | A-(A2=1) =09 ",
A = 0 A2—1=0—A==1

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
AM=-1,1=0A=1yA € R\{-1, 0, 1}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices
por si pudiéramos determinar su rango para alguno de los casos.

Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min {filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero para los casosenlosque A\; = —1,A; =0y Az =1
el rango de la matriz A se encontrard entre 1 < r (A) < 2 puesto que el tinico menor de orden 3 que posee

es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al
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principio del ejercicio, por tanto para dichos casos solo buscaremos menores de orden 2 cuyo determinante
sea distinto de cero.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A,
es decir A C A/, por lo tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los
podemos encontrar en A’, llegando a la conclusion que r (A) < r (A’) < 3.

i) Para Ay = —1.
Sustituimos el valor A = —1 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
0 -1 0 0 -1 0 -1
A= -1 0 1 |yA=|[ -1 0 1 -1
1 0 -1 1 0 -1 -1
= Rango de A:

» Rangode A”:

0 -1 0 -1\ r(A)<r(A)<3
A= -1 0 1 -1 2<r 3
1 0 -1 -1
Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga

el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

0 >t 1 L
g :—<—1>' L m LD (D S () =2 £ 0 r(4) =3
1 g —1
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ii) Para A, = 0.
Sustituimos el valor A = 0 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

0 01 0010
A=1001|yA=[0010
100 1000
= Rango de A:
0 01 1<r(A)<2
A=10 01
100
01
1 0 =0-0-1-1=-1#0—r(A)=2

» Rangode A”:

0010\ r(A)<r(A)<3
A=10010 2<r(A)<3

1000
Este caso es méds rapido que el anterior porque la matriz ampliada contiene una columna llena de
ceros, asi que el determinante de todos los menores de orden 3 que formemos distintos a la matriz A
contendra dicha columna y por las propiedades de los determinantes sabemos que si un determinante

contienen una fila o columna llena de ceros vale cero, por tanto
r(A) =2

iii) Para A3 = 1.
Sustituimos el valor A = 1 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

01 2 0121
A=11 01 |yA=[1011
101 1011
» Rango de A:
01 2)\ 1<r(A)<L2
A=11 01
101
01

) =0-0—-1-1=-1#0—r(A)=2
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= Rangode A”:

0121\ r(A)<r(A)<3
A=11 011 2<r(A")<3

1011
Este caso es mucho mas rapido que el anterior porque si observamos detenidamente nos damos
cuenta de que tiene dos filas iguales, puesto que F, = F3, en consecuencia tienen una fila linealmente
dependiente, por tanto su rango no puede ser 3, asi que r (A’) =2

iv)ParaA € R\ {-1, 0, 1}.

Si nuestro sistema toma valores distintos de Ay = —1, A = 0y A3 = 1 sabemos que el |A| # 0, dando lugar
a que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que
A C A’. Ambas matrices tendrdn rango méximo, en consecuencia r (A) =r (A’) =3

Solucién:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema
en funcién de los rangos:

» ParaA = —1 — r(A) = 2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no

podemos determinar ninguna solucién.

» ParaA = 0yA =1 — r(A) = r(A’) = 2 < n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema

Compatible Indeterminado, posee infinitas soluciones con un grado de libertad.

» ParaA € R\ {-1,0,1} — r(A) = r(A’) = n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema
Compatible Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.
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b) Para A = 1, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad (restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), en consecuencia debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila
que no pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F3) para posteriormente

escalonar el sistema e imponerle a una de las incégnitas un pardmetro. Quedando el sistema bajo la forma

y+2z=1
tz—1 — y+2z=1
X+z=T1 xrz=1

Ya tenemos escalonado el sistema, a una de las incégnitas le impondremos un parametro, por ejemplo para
nuestro caso z = 6, con 6 € R, quedando el siguiente sistema

x+z = 1 x +(0)= 1 x = 1-6
y+2z =1 =< y+2-(9) =1 =y = 1-20, confeR
z = 9 Z = 6 z 9

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (1 —6; 1 —26; 0), conf € R

Solucion:

x = 1-6

La solucion del sistema paraA =1les¢ y = 1—20 , con6 € R o también la podemos expresar
zZ = 0

como (x,y,z)=(1—6;,1—-26;0), conf € R.

c) Para A = 0, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad (restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incoégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F;) para posteriormente escalonar

el sistema e imponerle a una de las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

z=0
z=0
z=0 —
x+z=0
x+z=0

Ya tenemos escalonado el sistema, al no aparecer la incégnita y en nuestro nuevo sistema serd a ella a la

que le impondremos un pardmetro, y = 6, con 6 € R, quedando el siguiente sistema

x+z = 0 X
y = 6 — y = 6 ,conf €R
z = 0 z =

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (0; 6; 0), con € R
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Para obtener las tres soluciones distintas nos bastara con darle tres valores reales al pardmetro 6, por ejem-

ple nosotros le daremos ¢; = 0,0, =1y 63 = 3.

Solucion:

1-6
Para A = 0 la solucién del sistemaes { y = 1—20 , con € R otambién la podemos expresar
z = 0

como (x,y,z) = (1-6;,1-26;0), con € R, dandole los valores de 6; = 0,6, = 1y 63 = 3

obtendremos tres soluciones distintas para nuestro sistema, siendo:

» Para0; =0 —(x, y, z) = (0; 0; 0).
» Para0, =1 —=(x, y, z) = (0; 1, 0).
» Paraf; =2 —(x, y, z) = (0; 2; 0).
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