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2013. TITULAR SEPTIEMBRE . OPCIÓN A. EJERCICIO 3.
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2013. Titular Septiembre. Opción A. Ejercicio 3.

Considera las matrices

A =




1 0 1
1 1 0
0 0 2


 y B =




−1 1 1
1 −1 1
0 0 −1




a) [1 punto] Halla, si es posible, A−1 y B−1.
b) [0,25 puntos] Halla el determinante de AB2013At siendo At la matriz traspuesta de A.
c) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX − B = AB.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A| y |B|.

|A| =



1 0 �1
1 1 �0

�0 �0 ��2


= 2 ·


1 0
1 1

 = 2 · [1 · 1 − 1 · 0] = 2 ̸= 0 → ∃A−1.

|B| =



−1 1 �1
1 −1 �1

�0 �0 ����−1


= (−1) ·


−1 1

1 −1

 = (−1) · [(−1) · (−1)− 1 · 1] = 0 → ∄B−1

Como |B| = 0 la matriz B no tiene inversa mientras que |A| ̸= 0 la matriz posee inversa, obtenemos A−1

mediante la expresión:

A−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

A =




1 0 1
1 1 0
0 0 2




3x3

→ co f (A) =




(−1)1+1 ·

1 0
0 2

 (−1)1+2 ·

1 0
0 2

 (−1)1+3 ·

1 1
0 0



(−1)2+1 ·

0 1
0 2

 (−1)2+2 ·

1 1
0 2

 (−1)2+3 ·

1 0
0 0



(−1)3+1 ·

0 1
1 0

 (−1)3+2 ·

1 1
1 0

 (−1)3+3 ·

1 0
1 1






3x3

co f (A) =




2 −2 0
0 2 0

−1 1 1




3x3

A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3
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Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
2
·




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

=




1 0 −1
2

−1 1 1
2

0 0 1
2




3x3

Solución:

Solo es posible realizar la inversa de la matriz A porque es la única que su determinante es distinto

de cero, siendo A−1 =




1 0 −1
2

−1 1 1
2

0 0 1
2




3x3

An es n veces el producto de A, es decir

An = A · A · A · · · A

b) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades
de los determinantes y ciertos cálculos realizados en el
apartado anterior.

AB2013At
 =




El determinante del producto
de dos matrices cuadradas del
mismo orden es igual al
producto de sus determinantes.



=

=

2013 veces

|A| ·
  
|B| · |B| · · · |B| ·

At
 = |A| · |B|2013 ·

At
 =

=




El determinante de una matriz cuadrada
coincide con el determinante de su
traspuesta.


 = |A| · |B|2013 · |A| = 2 · 0 · 2 = 0

Solución:

El
AB2013At

 = 0.
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c) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A · X − B = A · B

Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

A · X − B = A · B → A · X = A · B + B

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuación por A−1.

A · X = A · B + B → A−1 · A · X = A−1 · (A · B + B) → A−1 · A · X = A−1 · A · B + A−1 · B

Como A−1 · A = I → I · X = I · B + A−1 · B

y
I · X = X
I · B = B

 → X = B + A−1 · B

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = B + A−1 · B

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1, A−1 · B y posteriormente B + A−1 · B.

La matriz inversa de A la calculamos en el apartado a).

A−1 =
1
2
·




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

=




1 0 −1
2

−1 1 1
2

0 0 1
2




3x3

Calculamos A−1 · B.

A−1
3x3 · B3x3 =

1
2
·




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

·




−1 1 1
1 −1 1
0 0 −1




3x3

=

=
1
2
·




2 · (−1) + 0 · 1 + (−1) · 0 2 · 1 + 0 · (−1) + (−1) · 0 2 · 1 + 0 · 1 + (−1) · (−1)
(−2) · (−1) + 2 · 1 + 1 · 0 (−2) · 1 + 2 · (−1) + 1 · 0 (−2) · 1 + 2 · 1 + 1 · (−1)

0 · (−1) + 0 · 1 + 1 · 0 0 · 1 + 0 · (−1) + 1 · 0 0 · (−1) + 0 · 1 + 1 · (−1)




3x3

=

=
1
2
·




−2 2 3
4 −4 −1
0 0 −1




3x3

=




−1 1 3
2

2 −2 −1
2

0 0 −1
2




3x3
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Realizamos B + A−1 · B para obtener la matriz X.

X = B + A−1 · B =




−1 1 1
1 −1 1
0 0 −1




3x3

+




−1 1 3
2

2 −2 −1
2

0 0 −1
2




3x3

=

=




−1 + (−1) 1 + 1 1 + 3
2

1 + 2 −1 + (−2) 1 +
�−1

2



0 + 0 0 + 0 −1 +
�−1

2






3x3

=




−2 2 5
2

3 −3 1
2

0 0 −3
2




3x3

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x3 =




−2 2 5
2

3 −3 1
2

0 0 −3
2




3x3

20
13

. T
IT

U
L

A
R

 S
E

P
T

IE
M

B
R

E
. O

P
C

IO
N

 A
. E

JE
R

C
IC

IO
 3

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com


2013. SUPLENTE JUNIO. OPCIÓN A. EJERCICIO 3.
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2013. Suplente Junio. Opción A. Ejercicio 3.

Considera las matrices

A =




−1 1 0
2 0 0
1 0 1


 , B =


0 2 1
1 2 0


y C =


1 2

−1 6



a) [0,75 puntos] Halla A−1.
b) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX = BtC

�
Bt es la matriz traspuesta de B


.

c) [0,5 puntos] Halla el determinante de A2013BtB
�

A−12013.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|.

|A| =



−1 1 �0
2 0 �0

�1 �0 ��1


= 1 ·


−1 1

2 0

 = 1 · [−1 · 0 − 2 · 1] = −2 ̸= 0 → ∃A−1.

Como |A| ̸= 0 tienen inversa, calcularemos A−1 mediante la siguiente expresión:

A−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

A =




−1 1 0
2 0 0
1 0 1




3x3

→ co f (A) =




(−1)1+1 ·

0 0
0 1

 (−1)1+2 ·

2 0
1 1

 (−1)1+3 ·

2 0
1 0



(−1)2+1 ·

1 0
0 1

 (−1)2+2 ·

−1 0
1 1

 (−1)2+3 ·

−1 1
1 0



(−1)3+1 ·

1 0
0 0

 (−1)3+2 ·

−1 0
2 0

 (−1)3+3 ·

−1 1
2 0






3x3

co f (A) =




0 −2 0
−1 −1 1

0 0 −2




3x3

A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3
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Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 = −
1
2
·




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3

=




0 1
2 0

1 1
2 0

0 1
2 1




3x3

Solución:

La matriz inversa de A es A−1 =




0 −1
2 0

−1 −1
2 0

0 1
2 −1




3x3

b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A · X = Bt · C

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuación por A−1.

A · X = Bt · C → A−1 · A · X = A−1 ·
�

Bt · C


Como A−1 · A = I → I · X = A−1 ·
�

Bt · C


y I · X = X → X = A−1 ·
�

Bt · C


La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = A−1 ·
�

Bt · C


Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1 y posteriormente A−1 ·
�

Bt · C

.

La matriz inversa de A ya la tenemos calculada en el apartado a).

A−1 = −
1
2
·




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3

=




0 1
2 0

1 1
2 0

0 1
2 1




3x3

Obtenemos la traspuesta de la matriz B.

Bt
3x2 =




0 1
2 2
1 0




3x2
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El producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa pero si la propiedad asociativa, por
tanto podríamos calcular el producto pedido co-
mo A−1 ·

�
Bt · C


o
�

A−1 · B

· C.

Realizamos A−1 ·
�

Bt · C


para obtener la matriz X.

Bt
3x2 · C2x2 =




0 1
2 2
1 0




3x2

·


1 2
−1 6



2x2

=

=




0 · 1 + 1 · (−1) 0 · 2 + 1 · 6
2 · 1 + 2 · (−1) 2 · 2 + 2 · 6
1 · 1 + 0 · (−1) 1 · 2 + 0 · 6




3x2

=

=




−1 6
0 16
1 2




3x2

X = A−1 ·
�

Bt · C

= −

1
2
·




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3

·




−1 6
0 16
1 2




3x2

=

= −
1
2
·




0 · (−1) + (−1) · 0 + 0 · 1 0 · (6) + (−1) · 16 + 0 · 2
(−2) · (−1) + (−1) · 0 + 0 · 1 (−2) · 6 + (−1) · 16 + 0 · 2

0 · (−1) + 1 · 0 + (−2) · 1 0 · 6 + 1 · 16 + (−2) · 2




3x2

=

= −
1
2
·




0 −16
2 −28

−2 12




3x2

=




0 8
−1 14

1 −6




3x2

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x2 =




0 8
−1 14

1 −6




3x2

1 0
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An es n veces el producto de A, es decir

An = A · A · A · · · A.

Solo se puede calcular el determinante de matri-
ces cuadradas, por lo tanto el determinante de B
o Bt no podemos calcularlo, pero si realizamos
el producto de ambas matrices obtendremos una
matriz cuadrada, porque siempre que multiplica-
mos una matriz por su traspuesta nos dará una
matriz cuadrada, a la cual si podremos calcularle
su determinante.

c) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades
de los determinantes y ciertos cálculos realizados en el
apartado anterior.

A2013BtB
�

A−12013
 =




Denotamos D3x3 a la matriz
obtenida del producto de
las matrices Bt y B, es decir
D3x3 = Bt

3x2 · B2x3.




=

=
A2013D

�
A−12013

 =

=




El determinante del producto
de dos matrices cuadradas
del mismo orden es igual al
producto de sus determinantes



=

=

2013 veces 2013 veces
  
|A| · |A| · · · |A| ·D·

  A−1
 ·

A−1
 · · ·

A−1
 = |A|2013 · D ·

A−2013
−1

=

=




El determinante de una matriz inversa es igual
a la inversa de su determinante:
A · A−1 = I;

A · A−1
 = |I| ; |A| ·

A−1
 = |I|

como |I|=1 →
A−1

 = 1

|A|



=

= |A|2013 · |D| ·
1

|A|2013 = ����|A|2013 · |D|

����|A|2013
= |D| =

=




Calculamos D3x3 :

D = Bt
3x2 · B2x3 =




0 1
2 2
1 0




3x2

·


1 2 1
1 2 0



2x3

=




1 2 0
4 8 2
1 2 1




3x3

|D| =



1 2 0
4 8 2
1 2 1


=




Si tenemos dos filas o columnas
propocioneales su determinante
vale cero, F2 = 4 · F3


 = 0




= 0

Solución:

El
A2013BtB

�
A−12013

 = 0.
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2013. Suplente Junio. Opción B. Ejercicio 3.

Sabiendo que el determinante de la matriz A =




a b c
d e f
p q r


 es 4, calcula los siguientes determinantes in-

dicando, en cada caso, las propiedades que utilizas:

a) [1 puntos] det (−2A) y det
�

A−1.

b) [1,5 puntos]



a −b c
2d −2e 2 f
p −q r


y



−3d −3e −3 f
a b c
−p −q −r


.

Resolveremos ambos apartados aplicando las propiedades de los determinantes.
a)

|−2A| =



−2 · a −2 · b −2 · c
−2 · d −2 · e −2 · f
−2 · p −2 · q −2 · r


=




Si una fila o columna de un determinante se encuentra
multiplicada por un mismo número, dicho número
podemos extraerlo fuera multiplicando al determinante.


 =

= (−2) ·



a b c
−2 · d −2 · e −2 · f
−2 · p −2 · q −2 · r


= (−2) · (−2) · (−2) ·



a b c
d e f
p q r


= (−2)3 · |A| =

= (−2)3 · 4 = −32

A−1
 =




El determinante de una matriz inversa es igual
a la inversa de su determinante:
A · A−1 = I;

A · A−1
 = |I| ; |A| ·

A−1
 = |I|

como |I|=1 →
A−1

 = 1

|A|



=

1

|A| =
1
4

Solución:

El |−2A| = −32 y
A−1

 = 1
4
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2

b)


a −b c
2d −2e 2 f
p −q r


=




Si una fila o columna de un determinante se encuentra multiplicada
por un mismo número, dicho número podemos extraerlo fuera
multiplicando al determinante. En este caso tenemos a F2 multiplicada
por 2 y a C2 multiplicada por −1.



=

= 2 · (−1) ·



a b c
d e f
p q r


= 2 · (−1) · |A| = 2 · (−1) · 4 = −8



−3d −3e −3 f
a b c
−p −q −r


=




Si una fila o columna de un determinante se encuentra multiplicada
por un mismo número, dicho número podemos extraerlo fuera
multiplicando al determinante. En este caso tenemos a F1 multiplicada
por −3 y a F3 multiplicada por −1.



=

= (−3) · (−1) ·



d e f
a b c
p q r


=

=




Si se permutan dos filas o columnas, el valor del determiante queda
multiplicado por (−1), tantas veces como permutaciones se hayan
realizado, si nosotros intercambiamos la F1 por la F2 obtendremos
la matriz dada en el enunciado.



=

= (−3) · (−1) · (−1) ·



a b c
d e f
p q r


= (−3) · (−1) · (−1) · |A| = −3 · 4 = −12

Solución:

El



a −b c
2d −2e 2 f
p −q f


= −8 y



−3d −3e −3 f
a b c
−p −q −r


= −12
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2013. Reserva A. Opción B. Ejercicio 3.

Sea M una matriz cuadrada de orden 3 tal que su determinante es det (M) = 2. Calcula:
a) [0,5 puntos] El rango de M3.
b) [0,75 puntos] El determinante de 2Mt �Mt es la matriz traspuesta de M


.

c) [0,75 puntos] El determinante de
�

M−12.
d) [0,5 puntos] El determinante de N, donde N es la matriz resultante de intercambiar la primera y segunda
filas de M.

El rango de una matriz nos dice el número de fi-
las o columnas que son linealmente independien-
tes, por las propiedades de los determinantes sa-
bemos que si el determinante de una matriz es di-
ferente de cero no existe combinación lineal.

Resolveremos todos los apartados aplicando las propie-
dades de los determinantes.
a)M3

 = |M · M · M| =

=




El determinante del producto de
matrices cuadradas del mismo orden es
igual alproducto de sus determinantes.


 =

= |M| · |M| · |M| = 2 · 2 · 2 = 23 = 8 ̸= 0.

Como M3 es una matriz cuadrada de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tendrá rango máximo
en este caso es 3, es decir r(M3) = 3.

Solución:

El rango de M3 es 3 porque el
M3

 = 8 ̸= 0.

b)

2Mt
 =




Si una fila o columna de un determinante se encuentra
multiplicada por un mismo número, dicho número
podemos extraerlo fuera multiplicando al determinante.
En este caso tenemos las tres filas multiplicadas por 2,
extrañendo un 2 por cada una de las filas.



= (2) · (2) · (2) ·

Mt


=




El determinante de una matriz cuadrada
cuadrada coincide con el determinante
de su traspuesta.


 = (2)3 · |M| = (2)3 · 2 = 16

Solución:

El
2Mt

 = 16
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c)

�M−12
 =

�M−1 · �M−1 =




El determinante del producto de
matrices cuadradas del mismo orden es
igual alproducto de sus determinantes.


 =

=
�M−1 · �M−1 =




El determinante de una matriz inversa es igual
a la inversa de su determinante:
M · M−1 = I;

M · M−1
 = |I| ; |M| ·

M−1
 = |I|

como |I|=1 →
M−1

 = 1

|M|



=

=
1

|M| ·
1

|M| =
1

|M|2
=

1
22 =

1
4

Solución:

El
�M−12

 = 1
4

d)

|N| =




Si se permutan dos filas o columnas, el valor del determiante queda
multiplicado por (−1), tantas veces como permutaciones se hayan
realizado. El enunciado nos dice que N es igual que M pero con las
dos primeras filas permutadas, si nosotros permutamos dichas filas.
obtendremos M de la cual sabemos el valor de su determinante.



=

= (−1) · |M| = (−1) · 2 = −2

Solución:

El |N| = −2
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