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2013. Titular Junio. Opción A. Ejercicio 3.

Sea M =




1 0 −1
0 m + 1 0
1 1 m − 1




a) [0,75 puntos] Determina los valores de m para los que los vectores filas de M son linealmente indepen-
dientes.
b) [1 punto] Estudia el rango de M según los valores de m.
c) [0,75 puntos] Para m = 1, calcula la inversa de M.

El rango nos indica el número de filas o colum-
nas que son independientes, por las propiedades
de los determinantes sabemos que si el |M| = 0
existe combinación lineal entre ellas, al imponerle
dicha condición descubriremos los valores de m
para los cuales existe combinación lineal.

a) Calculamos |M| y le impondremos la condi-
ción de que sea cero, así obtendremos los valo-
res de m para los cuales existe combinación li-
neal.

|M| =



1 �0 −1

�0 ������m + 1 �0
1 �1 m − 1


=

= (m + 1) ·

1 −1
1 m − 1

 = (m + 1) · [1 · (m − 1)− 1 · (−1)] = m · (m + 1)

|A| = m · (m + 1) m · (m + 1) = 0
|A| = 0 m + 1 = 0 → m1 = −1

m2 = 0

Los únicos valores que provocan que la matriz M posea combinación lineal en los vectores filas son m1 =

−1 y m2 = 0, por lo tanto para el resto de valores no existirá combinación lineal.

Solución:

Los vectores filas de la matriz M serán linealmente independientes para m ∈ R \ {−1, 0}.
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b) M es una matriz cuadrada de orden 3 distinta de la matriz nula, en consecuencia sabemos que su rango
se encontrará comprendido entre 1 y 3.

1 ≤ r (A) ≤ 3

Si observamos detenidamente la matriz M, nos damos cuenta de que existe un menor de orden 2 que no
depende del parámetro m, cuyo determinantes es distinto de cero, así que r (A) ≥ 2, ∀m ∈ R.


1 0
1 1

 = (1) · (1)− (1) · (0) = 1 ̸= 0 → r (A) ≥ 2

Por ello el rango de la matriz A se encontrará comprendido entre 2 ≤ r (A) ≤ 3.

Por el apartado anterior sabemos que existirá combinación lineal para m1 = −1 y m2 = 0, por lo tanto
si toma distinto valores la matriz M tendrá rango máximo porque |M| ̸= 0, mientras que si toma dichos
valores el determinante del único menor de orden 3 será cero y su rango será 2.

Solución:

∀m ∈ R \ {−1; 0}el r (M) = 3.
Para m1 = −1 y m2 = 0 el r (M) = 2.

|M| ya lo tenemos resuelto pero en función del
parámetro, en este caso m, así que solo debemos
sustituirlo por el valor que nos indica el apartado.

c) Para m = 1 tenemos que

M =




1 0 −1
0 2 0
1 1 0




La matriz M posee inversa porque según el apartado anterior nuestra m ̸= −1 y 0 y , así que para m = 1 el
|M| ̸= 0, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresión:

(M)−1 =
1

|M| (co f (M))t (1)

|M| = m · (m + 1) |M| = (1) · (1 + 1) = 2
para m = 1
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3

M =




1 0 −1
0 2 0
1 1 0




3x3

→ co f (M) =




(−1)1+1 ·

2 0
1 0

 (−1)1+2 ·

0 0
1 0

 (−1)1+3 ·

0 2
1 1



(−1)2+1 ·

0 −1
1 0

 (−1)2+2 ·

1 −1
1 0

 (−1)2+3 ·

1 0
1 1



(−1)3+1 ·

0 −1
2 0

 (−1)3+2 ·

1 −1
0 0

 (−1)3+3 ·

1 0
0 2






3x3

co f (M) =




0 0 −2
−1 1 −1

2 0 2




3x3

A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (M))t =




0 −1 2
0 1 0

−2 −1 2




3x3

Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

M−1 =
1
2
·




0 −1 2
0 1 0

−2 −1 2




3x3

=




0 −1
2 1

0 1
2 0

−1 −1
2 1




3x3

Solución:

La inversa de la matriz M para m = 1 es M−1
3x3 =

1
2
·




0 −1 2
0 1 0

−2 −1 2




3x3

=




0 −1
2 1

0 1
2 0

−1 −1
2 1
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2013. Titular Junio. Opción B. Ejercicio 3.

Sea A =

(
1 1
1 −1

)
.

a) [1,5 puntos] Comprueba que A2 = 2I y calcula A−1.
b) [1 punto] Calcula A2013 y su inversa.

a) Para comprobar la igualdad dada necesitaremos calcular previamente 2 · I y A2.

2 · I2 = 2 ·
(

1 0
0 1

)

2x2

=

(
2 · 1 2 · 0
2 · 0 2 · 1

)

2x2

=

(
2 0
0 2

)

2x2

A2
2x2 = A2x2 · A2x2 =

(
1 1
1 −1

)

2x2

·
(

1 1
1 −1

)

2x2

=

=

(
1 · 1 + 1 · 1 1 · 1 + 1 · (−1)

1 · 1 + (−1) · 1 1 · 1 + (−1) · 1

)

2x2

=

(
2 0
0 2

)

2x2

Para que se verifique la igualdad todos los componentes de las matrices obtenidas deben de coincidir.

(
2 0
0 2

)

2x2

=

(
2 0
0 2

)

2x2

Al coincidir todos sus elementos podemos afirmar que se verifica la igualdad.

Podemos calcular A−1 rápidamente si tratamos la igualdad dada como una ecuación matricial (si no nos
diéramos cuenta podríamos calcular su inversa mediante determinantes o por Gauss).

A2 = 2 · I

Multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros de la ecuación por A−1.

A2 = 2I → A−1 · A2 = A−1 · 2 · I
Como A2 = A · A y A · A−1 = I
tenemos que I · A = 2 · A−1 · I

y I · A = A → A = 2 · A−1

A−1 · I = A−1

Multiplicamos la ecuación por 1
2 para despejar la matriz identidad.

A = 2 · A−1 →
1
2
· A =

1
2
· A · A−1

La matriz A−1 es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

A−1 =
1
2
· A

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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2

Para obtenerla solamente debemos de calcular
1
2
· A.

A−1
2x2 =

1
2
·
(

1 1
1 −1

)

2x2

=

(
1
2 · 1 1

2 · 1
1
2 · 1 1

2 · (−1)

)

2x2

=

(
1
2

1
2

1
2 − 1

2

)

2x2

Solución:

la igualdad dada se cumple porque A2 y 2 · I son matrices iguales al coincidir cada uno de sus

componentes y la matriz inversa de A es A−1 =

(
1
2

1
2

1
2 − 1

2

)

2x2

Uno de los métodos para calcular la matriz enési-

ma consiste en buscar un patrón, es decir que

encontremos una progresión en los coeficientes

de la propia matriz, o bien que nuestra matriz sea

cíclica y cada cierto número de multiplicaciones

nos aparezca la misma matriz.

La potencia enésima de una matriz diagonal A es
una matriz diagonal cuyos elementos de la diago-
nal principal se encuentran elevados a dicha po-
tencia.

An =

(
an

11 0
0 an

22

)

En nuestro caso al tratarse de la matriz identidad
su enésima potencia será siempre dicha matriz,
recuerda que al elevar el valor 1 a cualquier ex-
ponente real obtendremos el mismo valor.

In = I

b) Para determinar A2013 de forma razonable por el apar-
tado a) sabemos que A2 = 2I, por lo tanto se tra-
ta de una matriz cíclica que cada cierto número de
multiplicaciones nos aparecerá 2n · I, buscaremos cuan-
tas veces se produce dicho ciclo dividiendo 2013 en-
tre 2 y posteriormente aplicaremos la siguiente expre-
sión.

Si Ad = 2n · I y necesitamos AD entonces sabemos que

D d

R C

AD =
(

Ad)C · AR

En primer lugar dividiremos 2013 entre 2

2013 2
1006

1

Aplicamos la expresión anterior para determinar A2013

A2013 =
(

A2)1006 · A1

Como A2 = 2 · I → A2013 = (2 · I)1006 · A

y (2 · I)1006 = 21006 · I → A2013 = 21006 · I · A

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Sabemos que I · A = A → A2013 = 21006 · A

A2013 = 21006 ·
(

1 1
1 −1

)

2x2

=

(
21006 · 1 21006 · 1
21006 · 1 21006 · (−1)

)

2x2

=

(
21006 21006

21006 −21006

)

2x2

Para calcular
(

A2013)−1 por las propiedades de las matrices si tenemos un número real k y A una matriz

invertible se verifica que (k · A)−1 =
1
k
(A)−1, por tanto:

Como A2013 = 21006 · A →
(

A2013
)−1

=
1

21006 · A−1

La inversa de la matriz A es A−1 =
1
2
·
(

1 1
1 −1

)

2x2

, calculada en el apartado anterior aplicando la

expresión anterior obtendremos la inversa pedida.

(
A2013

)−1
=

1
21006 ·

1
2
·
(

1 1
1 −1

)

2x2

=
1

21007 ·
(

1 1
1 −1

)

2x2

=

(
1

21007
1

21007

1
21007 − 1

21007

)

2x2

Solución:

Las matrices pedidas son A2013 =

(
21006 21006

21006 −21006

)

2x2

y
(

A2013)−1
=

(
1

21007
1

21007

1
21007 − 1

21007

)

2x2
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2013. Titular Septiembre. Opción A. Ejercicio 3.

Considera las matrices

A =




1 0 1
1 1 0
0 0 2


 y B =




−1 1 1
1 −1 1
0 0 −1




a) [1 punto] Halla, si es posible, A−1 y B−1.
b) [0,25 puntos] Halla el determinante de AB2013At siendo At la matriz traspuesta de A.
c) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX − B = AB.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A| y |B|.

|A| =



1 0 �1
1 1 �0

�0 �0 ��2


= 2 ·


1 0
1 1

 = 2 · [1 · 1 − 1 · 0] = 2 ̸= 0 → ∃A−1.

|B| =



−1 1 �1
1 −1 �1

�0 �0 ����−1


= (−1) ·


−1 1

1 −1

 = (−1) · [(−1) · (−1)− 1 · 1] = 0 → ∄B−1

Como |B| = 0 la matriz B no tiene inversa mientras que |A| ̸= 0 la matriz posee inversa, obtenemos A−1

mediante la expresión:

A−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

A =




1 0 1
1 1 0
0 0 2




3x3

→ co f (A) =




(−1)1+1 ·

1 0
0 2

 (−1)1+2 ·

1 0
0 2

 (−1)1+3 ·

1 1
0 0



(−1)2+1 ·

0 1
0 2

 (−1)2+2 ·

1 1
0 2

 (−1)2+3 ·

1 0
0 0



(−1)3+1 ·

0 1
1 0

 (−1)3+2 ·

1 1
1 0

 (−1)3+3 ·

1 0
1 1






3x3

co f (A) =




2 −2 0
0 2 0

−1 1 1




3x3

A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3
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Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
2
·




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

=




1 0 −1
2

−1 1 1
2

0 0 1
2




3x3

Solución:

Solo es posible realizar la inversa de la matriz A porque es la única que su determinante es distinto

de cero, siendo A−1 =




1 0 −1
2

−1 1 1
2

0 0 1
2




3x3

An es n veces el producto de A, es decir

An = A · A · A · · · A

b) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades
de los determinantes y ciertos cálculos realizados en el
apartado anterior.

AB2013At
 =




El determinante del producto
de dos matrices cuadradas del
mismo orden es igual al
producto de sus determinantes.



=

=

2013 veces

|A| ·
  
|B| · |B| · · · |B| ·

At
 = |A| · |B|2013 ·

At
 =

=




El determinante de una matriz cuadrada
coincide con el determinante de su
traspuesta.


 = |A| · |B|2013 · |A| = 2 · 0 · 2 = 0

Solución:

El
AB2013At

 = 0.
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c) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A · X − B = A · B

Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

A · X − B = A · B → A · X = A · B + B

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuación por A−1.

A · X = A · B + B → A−1 · A · X = A−1 · (A · B + B) → A−1 · A · X = A−1 · A · B + A−1 · B

Como A−1 · A = I → I · X = I · B + A−1 · B

y
I · X = X
I · B = B

 → X = B + A−1 · B

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = B + A−1 · B

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1, A−1 · B y posteriormente B + A−1 · B.

La matriz inversa de A la calculamos en el apartado a).

A−1 =
1
2
·




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

=




1 0 −1
2

−1 1 1
2

0 0 1
2




3x3

Calculamos A−1 · B.

A−1
3x3 · B3x3 =

1
2
·




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

·




−1 1 1
1 −1 1
0 0 −1




3x3

=

=
1
2
·




2 · (−1) + 0 · 1 + (−1) · 0 2 · 1 + 0 · (−1) + (−1) · 0 2 · 1 + 0 · 1 + (−1) · (−1)
(−2) · (−1) + 2 · 1 + 1 · 0 (−2) · 1 + 2 · (−1) + 1 · 0 (−2) · 1 + 2 · 1 + 1 · (−1)

0 · (−1) + 0 · 1 + 1 · 0 0 · 1 + 0 · (−1) + 1 · 0 0 · (−1) + 0 · 1 + 1 · (−1)




3x3

=

=
1
2
·




−2 2 3
4 −4 −1
0 0 −1




3x3

=




−1 1 3
2

2 −2 −1
2

0 0 −1
2




3x3
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Realizamos B + A−1 · B para obtener la matriz X.

X = B + A−1 · B =




−1 1 1
1 −1 1
0 0 −1




3x3

+




−1 1 3
2

2 −2 −1
2

0 0 −1
2




3x3

=

=




−1 + (−1) 1 + 1 1 + 3
2

1 + 2 −1 + (−2) 1 +
�−1

2



0 + 0 0 + 0 −1 +
�−1

2






3x3

=




−2 2 5
2

3 −3 1
2

0 0 −3
2




3x3

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x3 =




−2 2 5
2

3 −3 1
2

0 0 −3
2




3x3
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2013. Suplente Junio. Opción A. Ejercicio 3.

Considera las matrices

A =




−1 1 0
2 0 0
1 0 1


 , B =


0 2 1
1 2 0


y C =


1 2

−1 6



a) [0,75 puntos] Halla A−1.
b) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX = BtC

�
Bt es la matriz traspuesta de B


.

c) [0,5 puntos] Halla el determinante de A2013BtB
�

A−12013.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|.

|A| =



−1 1 �0
2 0 �0

�1 �0 ��1


= 1 ·


−1 1

2 0

 = 1 · [−1 · 0 − 2 · 1] = −2 ̸= 0 → ∃A−1.

Como |A| ̸= 0 tienen inversa, calcularemos A−1 mediante la siguiente expresión:

A−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

A =




−1 1 0
2 0 0
1 0 1




3x3

→ co f (A) =




(−1)1+1 ·

0 0
0 1

 (−1)1+2 ·

2 0
1 1

 (−1)1+3 ·

2 0
1 0



(−1)2+1 ·

1 0
0 1

 (−1)2+2 ·

−1 0
1 1

 (−1)2+3 ·

−1 1
1 0



(−1)3+1 ·

1 0
0 0

 (−1)3+2 ·

−1 0
2 0

 (−1)3+3 ·

−1 1
2 0






3x3

co f (A) =




0 −2 0
−1 −1 1

0 0 −2




3x3

A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3
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Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 = −
1
2
·




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3

=




0 1
2 0

1 1
2 0

0 1
2 1




3x3

Solución:

La matriz inversa de A es A−1 =




0 −1
2 0

−1 −1
2 0

0 1
2 −1




3x3

b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A · X = Bt · C

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuación por A−1.

A · X = Bt · C → A−1 · A · X = A−1 ·
�

Bt · C


Como A−1 · A = I → I · X = A−1 ·
�

Bt · C


y I · X = X → X = A−1 ·
�

Bt · C


La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = A−1 ·
�

Bt · C


Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1 y posteriormente A−1 ·
�

Bt · C

.

La matriz inversa de A ya la tenemos calculada en el apartado a).

A−1 = −
1
2
·




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3

=




0 1
2 0

1 1
2 0

0 1
2 1




3x3

Obtenemos la traspuesta de la matriz B.

Bt
3x2 =




0 1
2 2
1 0




3x2
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El producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa pero si la propiedad asociativa, por
tanto podríamos calcular el producto pedido co-
mo A−1 ·

�
Bt · C


o
�

A−1 · B

· C.

Realizamos A−1 ·
�

Bt · C


para obtener la matriz X.

Bt
3x2 · C2x2 =




0 1
2 2
1 0




3x2

·


1 2
−1 6



2x2

=

=




0 · 1 + 1 · (−1) 0 · 2 + 1 · 6
2 · 1 + 2 · (−1) 2 · 2 + 2 · 6
1 · 1 + 0 · (−1) 1 · 2 + 0 · 6




3x2

=

=




−1 6
0 16
1 2




3x2

X = A−1 ·
�

Bt · C

= −

1
2
·




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3

·




−1 6
0 16
1 2




3x2

=

= −
1
2
·




0 · (−1) + (−1) · 0 + 0 · 1 0 · (6) + (−1) · 16 + 0 · 2
(−2) · (−1) + (−1) · 0 + 0 · 1 (−2) · 6 + (−1) · 16 + 0 · 2

0 · (−1) + 1 · 0 + (−2) · 1 0 · 6 + 1 · 16 + (−2) · 2




3x2

=

= −
1
2
·




0 −16
2 −28

−2 12




3x2

=




0 8
−1 14

1 −6




3x2

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x2 =




0 8
−1 14

1 −6




3x2
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An es n veces el producto de A, es decir

An = A · A · A · · · A.

Solo se puede calcular el determinante de matri-
ces cuadradas, por lo tanto el determinante de B
o Bt no podemos calcularlo, pero si realizamos
el producto de ambas matrices obtendremos una
matriz cuadrada, porque siempre que multiplica-
mos una matriz por su traspuesta nos dará una
matriz cuadrada, a la cual si podremos calcularle
su determinante.

c) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades
de los determinantes y ciertos cálculos realizados en el
apartado anterior.

A2013BtB
�

A−12013
 =




Denotamos D3x3 a la matriz
obtenida del producto de
las matrices Bt y B, es decir
D3x3 = Bt

3x2 · B2x3.




=

=
A2013D

�
A−12013

 =

=




El determinante del producto
de dos matrices cuadradas
del mismo orden es igual al
producto de sus determinantes



=

=

2013 veces 2013 veces
  
|A| · |A| · · · |A| ·D·

  A−1
 ·

A−1
 · · ·

A−1
 = |A|2013 · D ·

A−2013
−1

=

=




El determinante de una matriz inversa es igual
a la inversa de su determinante:
A · A−1 = I;

A · A−1
 = |I| ; |A| ·

A−1
 = |I|

como |I|=1 →
A−1

 = 1

|A|



=

= |A|2013 · |D| ·
1

|A|2013 = ����|A|2013 · |D|

����|A|2013
= |D| =

=




Calculamos D3x3 :

D = Bt
3x2 · B2x3 =




0 1
2 2
1 0




3x2

·


1 2 1
1 2 0



2x3

=




1 2 0
4 8 2
1 2 1




3x3

|D| =



1 2 0
4 8 2
1 2 1


=




Si tenemos dos filas o columnas
propocioneales su determinante
vale cero, F2 = 4 · F3


 = 0




= 0

Solución:

El
A2013BtB

�
A−12013

 = 0.
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