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2013. TITULAR JUNIO. OPCION A. EJERCICIO 3.
1 0 -1
SeaM=|0 m+1 0

1 1 m-1
a) [0,75 puntos] Determina los valores de m para los que los vectores filas de M son linealmente indepen-

dientes.
b) [1 punto] Estudia el rango de M segtin los valores de m.

) [0,75 puntos] Para m = 1, calcula la inversa de M.

a) Calculamos |M| y le impondremos la condi- P

cion de que sea cero, asi obtendremos los valo- El rango nos indica el ntimero de filas o colum-

. . . . nas que son independientes, por las propiedades
res de m para los cuales existe combinacién li-

de los determinantes sabemos que si el |M| = 0
neal. existe combinacién lineal entre ellas, al imponerle
dicha condicién descubriremos los valores de m
1 1] -1 para los cuales existe combinacion lineal.
M|=|0 =L @ |=
1 1 m-1
1 —
= (m+1)- | — (1) [ (m— 1)~ 1 (~1)] = m- (m+1)
m —

|Al=m-(m+1) |m-(m+1)=0
IA] =0 m+1=0—m =—1

m2:0

Los tinicos valores que provocan que la matriz M posea combinacién lineal en los vectores filas son m; =
—1y my = 0, por lo tanto para el resto de valores no existird combinacion lineal.

Los vectores filas de la matriz M seran linealmente independientes param € R\ {—1,0}.
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b) M es una matriz cuadrada de orden 3 distinta de la matriz nula, en consecuencia sabemos que su rango
se encontrard comprendido entre 1y 3.
1<r(A)<3

Si observamos detenidamente la matriz M, nos damos cuenta de que existe un menor de orden 2 que no
depende del parametro m, cuyo determinantes es distinto de cero, asi que r (A) > 2, Vm € R.

10

L =0 M@0 =1£0-r(4)>2

Por ello el rango de la matriz A se encontrard comprendido entre 2 < r (A) < 3.

Por el apartado anterior sabemos que existird combinacién lineal para m; = —1y mp = 0, por lo tanto

si toma distinto valores la matriz M tendrad rango méximo porque |M| # 0, mientras que si toma dichos

valores el determinante del tinico menor de orden 3 serd cero y su rango serd 2.

Vm € R\ {—1; 0}elr (M) = 3.
Param; = —1ymp =0elr (M) = 2.

c) Para m = 1 tenemos que
M| ya lo tenemos resuelto pero en funcion del

1 0 —1 pardmetro, en este caso m, asi que solo debemos
M — 0 2 0 sustituirlo por el valor que nos indica el apartado.
11 0

La matriz M posee inversa porque segun el apartado anterior nuestram # —1y 0y, asi que param = 1 el

|M| # 0, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion:

1
(M) = W(Cof (M))' 1)

IM|=m-(m+1) | M=(1)-1+1)=2
param =1

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 5
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w1 20 142 100
(_1)+'10 (_1)+'10
10 -1
0 —1 1 -1
M=|02 0 — cof (M) = (—1)2“-1 . (—1)2”-1 .
P 0 ks (—1)* 0 -1 (—1)3+2 1 -1
2 0 0 0
00 —2
cof M)=1 -1 1 -1
20 2/,

A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

0 -1 2
(cof (M))" = 0 10
-2 -1 2

3x3

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

. 0 -1 2 0 =L 1
M= 0 10 = 0 50
—1
-2 -1 2 3x3 -1 51 3x3

(_1)1+3 .
(_1)2+3 .

(—1)3+2.

O R R =k =k O

N O —= O = N

3x3

0 -1 2
La inversa de la matriz M param = 1 es M3 = 5 0 10 =
-2 -1 2

0 7
0}
_1—71
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2013. TITULAR JUNIO. OPCION B. EJERCICIO 3.

Sea A = 1 1 .
1 -1

a) [1,5 puntos] Comprueba que A% = 2I y calcula A~

b) [1 punto] Calcula A?"13 y su inversa.

a) Para comprobar la igualdad dada necesitaremos calcular previamente 2 - [ y A2.

1 0 2-1 2-0 20
01 222 2:0 2-1 2x2 0 2 2x2
1 1 1 1
A%x2:A2x2'A2x2:<1 1) '(1 1) =
o 2x2 o 2x2

- 1-1+1-1 1-1+1-(=1) (20
1-1+(-1)-1 1-1+(-1)-1 ], 02/,

Para que se verifique la igualdad todos los componentes de las matrices obtenidas deben de coincidir.

( 2 0 ) B ( 20 >
0 2 2x2 0 2 2x2
Al coincidir todos sus elementos podemos afirmar que se verifica la igualdad.

Podemos calcular A~! rapidamente si tratamos la igualdad dada como una ecuacién matricial (si no nos

diéramos cuenta podriamos calcular su inversa mediante determinantes o por Gauss).
A?=21

Multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros de la ecuacién por A~L.
ComoA?2=A-AyA-Al=1

A2=2 A1 - A2=A"1.2.1 .
tenemosque - A=2-A"" -1

y I'A=A—>A=2-A"1
At T=A"1

Multiplicamos la ecuacién por 3 para despejar la matriz identidad.

A:2-A*1—>1-A:}-A-A*1
2 2

La matriz A~! es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:
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1
Para obtenerla solamente debemos de calcular 5 A.

11 1

pN
N
=
N
Il
Il
NI NI—=
|
N—= N[—=

N—= N[—=

2x2

la igualdad dada se cumple porque A2 y 2 - I son matrices iguales al coincidir cada uno de sus

1
2
1
2

componentes y la matriz inversa de A es A~! =

NI= NI—=

2x2

b) Para determinar A2°!3 de forma razonable por el apar-
tado a) sabemos que A? = 2I, por lo tanto se tra-
ta de una matriz ciclica que cada cierto nimero de
multiplicaciones nos aparecera 2" - I, buscaremos cuan-
tas veces se produce dicho ciclo dividiendo 2013 en-
tre 2 y posteriormente aplicaremos la siguiente expre-

sion.

Si AY = 2" . ] y necesitamos A" entonces sabemos que

D
R

(SH

C
AD: (Ad)C'AR

En primer lugar dividiremos 2013 entre 2

2013 2
1006
e

Aplicamos la expresion anterior para determinar A2013

A2013 _ (Az)looe Al
Como A2 =2.] — A2013 _ (2_1)1006 A

y (2 1)1006 — 91006 . | _y 42013 _ 21006 , . A

Uno de los métodos para calcular la matriz enési-
ma consiste en buscar un patrén, es decir que
encontremos una progresion en los coeficientes
de la propia matriz, o bien que nuestra matriz sea
ciclica y cada cierto nimero de multiplicaciones

nos aparezca la misma matriz.

La potencia enésima de una matriz diagonal A es
una matriz diagonal cuyos elementos de la diago-
nal principal se encuentran elevados a dicha po-

Al = 11;171 0
0 ay,

En nuestro caso al tratarse de la matriz identidad

tencia.

su enésima potencia serd siempre dicha matriz,
recuerda que al elevar el valor 1 a cualquier ex-
ponente real obtendremos el mismo valor.

=1

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Sabemos que [-A = A — A?013 =21006. 4

1006 1006 1006 1006
s _gos (11 (2106 21006 2 2

_ 1006 | 1006 . (_ - 1006 _ 1006
1 1 2x2 2 12 (=1) 2x2 2 2 2x2

-1 . . . L .
Para calcular (AZO13 ) por las propiedades de las matrices si tenemos un ntimero real k y A una matriz

invertible se verifica que (k- A) "' = —(A) ™!, por tanto:

k

Como A%013 = 21006 4 (A2013) ol AT

~ 71006
. . 1 1 1 1 : .
La inversa de la matriz A es A7 = 2l 1 4 , calculada en el apartado anterior aplicando la
22
expresion anterior obtendremos la inversa pedida.
<Azola>’1 _ L1 1 1 _ 1 1 1 . ﬁ 21%
~ 91006 5’ ~ 91007 - 1 1
2 2\1 -1 2 2 L =150 21007 2107/ ax2

21006 1006 1 1
A2013 _ (A2013)—1 _ 21007 51007
51006 1006 y

Las matrices pedidas son
2x2 21007 21007 2x2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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2013. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera las matrices

10 1 -1 1 1
A=(110]| y B= 1 -1 1
00 2 0 0 -1

a) [1 punto] Halla, si es posible, Al y B -1,
b) [0,25 puntos] Halla el determinante de AB?*3 A’ siendo A’ la matriz traspuesta de A.
¢) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX — B = AB.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|y |B|.

1ot 10
Al=|11 ¢ |=2- - =2-[1-1-1-0]=2#0—3JA L
g0 2
-1 1 71 1
Bl=| 1 -1 1 :(—1>-| L | F D () 1 =0 3B
N

Como |B| = 0 la matriz B no tiene inversa mientras que |A| # 0 la matriz posee inversa, obtenemos A !

mediante la expresion:

Al = i(cof (A) (1)
|Al

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

1 0 1 0 1 1
1)L )2, )13,
. (-1) 0 2 (—1) 0 2 (1) 0 0
01 1 1 1 0
A=]1110 —cof (A) = | (=1)*. —1)>*2. —1)%"3.
Lo e e N D i O Ve
3x3 01 1 1 1 0
(_1)3+1 . (_1)3+2 ) <_1)3+3 .
1 0 1 0 1 1
3x3
2 -2 0
cof (A) = 0 20
-1 1 1 33

A continuacion la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

2 0 -1
(cof (A)) =] =2 2 1
00 1

3x3

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Y por tltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

. 2 0 -1 10
A—lzi. -2 2 1 =| -1 1 3}
1

00 1/, 00 3 /54

Solucion:

Solo es posible realizar la inversa de la matriz A porque es la tinica que su determinante es distinto

10 F
de cero,siendo A1 =] —1 1 %
1

00 2 3x3

b) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades
de los determinantes y ciertos célculos realizados en el A B0 =D Cll pOs (I8 GO 41, GO Gl

apartado anterior. A=A A-A---A

El determinante del producto
‘ABZOB A t‘ _ de‘ dos matrices (?uadradas del _

mismo orden es igual al

producto de sus determinantes.

2013 veces
——
= |A| - |B|-|B|---|B|] -|Af|=|A|-|B[*"".|A! =

El determinante de una matriz cuadrada
= | coincide con el determinante de su =|A|-|B*@ |A|=2-0-2=0

traspuesta.

El |ABPBA| = 0.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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¢) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A-X—-B=A-B
Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuacion realizando la operaciéon opuesta.
A-X—B=A-B—+A-X=A-B+B

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros

de la ecuacién por A~ L.
A-X=A-B+B—- A1 A X=A'1(A-B+B) A1 A X=A1-A-B+A 1B

ComoA ' A=1—-1-X=I1I-B+A1.B

I - X=X
I-B=2B

y —+X=B+A1.B

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=B+A'l.B

Para obtener la matriz pedida calcularemos A~!, A~! - By posteriormente B+ A~! - B.

La matriz inversa de A la calculamos en el apartado a).

. 2 0 -1 10 5
A*lzi- -2 2 1 = -11 1
1
00 1 3x3 00 3 3x3
Calculamos A~! - B.
. 2 0 -1 -1 1 1
A;xg-nggzi- -2 2 1 : 1 -1 1 =
00 1/, 0 0 -1/,
L (2D +0 14+ (=1):0 22140 (1) +(=1)-0 2:1+0-14(=1)-(-1)
=5 | =2 (-D+2:141-0 (-2)-142-(-1)+1-0 (-2)-14+2-14+1-(-1) =

0-(~1)+0-1+1-0 0-140-(=1)+1-0 0-(=1)+0-1+1-(=1) /,

-2 2 3 -1 1 3
=z 4 —4 -1 = 2 -2
-1

00 -1/ 00 5 /3

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Realizamos B+ A~ !-B para obtener la matriz X.

-1 1 1 -1 1 3
X=B+A1.B= 1 -1 1 - 2 -2 =
0 0 -1 3x3 0 0 _71 3x3
—1+(-1) 1+1 1+3 -2 2 3
= 142 —1+(-2) 1+ (35) = 3 -3 1
0+0 0+0 1+ (3 /., 0 0 3/,

-2 2 3
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X3,3 = 3 -3 1
-3

0 0 3 /4
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2013. SUPLENTE JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera las matrices

-1 10 02 1 1 2
A= 2 00 ’ ( )yC:( )
120 1 6

10 1

a) [0,75 puntos] Halla A~
b) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX = B'C (B! es la matriz traspuesta de B).
c) [0,5 puntos] Halla el determinante de A?*'*B'B (A~ )2013

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|.

-1 140 N
|Al=] 2 0 ¢ :1-) 5 0 =1-[-1-0-2-1=-2#0—3AL
g X
Como |A| # 0 tienen inversa, calcularemos A~! mediante la siguiente expresion:

ATV = (o (A))
~TA

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

(—1)+'01 (1)+11 (1)+'10
-1 1 0
1 0 -1 0 -1 1
A= 200 —cof (A) = | (=1)*™. 1)> 1)
200 R G I N Vet e GV I
33 341 |10 342 |10 313 |1 1
(=17 (-1) (-1)
00 2 0 2 0 33
0o -2 0
cof (A)=1 -1 -1 1
0 0 -2 3x3

A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

0 -1 0
(cof (A))'=] =2 =1 0
0 1 -2

1)

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Y por ultimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

. 0 -1 0 010
Al=—o-[ =2 -1 0 =110
1
0 1 -2 3%3 071 3%3

b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A-X=B'.C

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuacién por A~ L.
A-X=B"C—>A"' A X=A" (B Q)

ComoA ' A=1—-1-X=A"-(B"-QC)
y I-X=X—-3X=A"1-(B"C)
La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:
X=A"1(B"C)

Para obtener la matriz pedida calcularemos A1 y posteriormente AL, (Bt -C )

La matriz inversa de A ya la tenemos calculada en el apartado a).

. 0 -1 0 010
Al=—o-[ =2 -1 0 =110
1
0 1 -2 3%3 0 3 3%3

Obtenemos la traspuesta de la matriz B.

t _
B3x2 -

_ N O

1
2
0

3x2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 5


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Realizamos A~1 - (Bt . C) para obtener la matriz X.

01 1 2
BéxZ'CZxZZ 2 2 : ( 1 6 > =
1 B 2x2

0 3x2

0-14+1-(=1) 0-2+1-6
=] 2:1+2-(-1) 2:2+42-6
1-140-(=1) 1-240-6

3x2
-1 6
= 0 16
1 2 3x2
1 0 -1 0 -1
X=Aa"1-(B-C)=—3-| -2 -1 0 : 0 16
0o 1 -2/, . 1

0-(=1)+(=1)-040-1

El producto de matrices no cumple la propiedad

conmutativa pero si la propiedad asociativa, por
tanto podriamos calcular el producto pedido co-
moA~!-(B'-C)o(A71-B)-C.

0-64+1-16+(—2)-2

3x2

0-(6)+(-1)-16+0-2

3x2

1
=5 (=2)-(-1)+(-1)-0+0-1 (-2)-6+(-1)-16+0-2 =
0-(=1)+1-0+(-2)-1
1 0 —16 0 8
=5 2 28 =| -1 14
—2 12 3x2 1 -6 3x2

0 8
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X340 = -1 14
1 -6

3x2

1 6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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c) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades (i

de los determinantes y ciertos célculos realizados en el A" es n veces el producto de A, es decir
apartado anterior. Al=A-A-A--- A
Denotamos D33 a la matriz Solo se puede calcular el determinante de matri-

2013 obtenida del producto de ces cuadradas, por lo tanto el determinante de B
’ - o B! no podemos calcularlo, pero si realizamos

‘AZOBBtB (A1) ' t .
las matrices B y B, es decir
D B! B el producto de ambas matrices obtendremos una
3x3 = Dgyp - D2x3- matriz cuadrada, porque siempre que multiplica-
mos una matriz por su traspuesta nos dard una
2013 matriz cuadrada, a la cual si podremos calcularle

_ ‘AzmaD (A1) ) _

su determinante.

El determinante del producto
de dos matrices cuadradas
del mismo orden es igual al

producto de sus determinantes

2013 veces 2013 veces

D —

o 2013 _ 1
(A[-|A|---|A] -D- ‘Afl).‘Afl‘.,,‘Aq‘ — AP D a8t =

El determinante de una matriz inversa es igual |
a la inversa de su determinante:
= | A- A =LA AT =1 |Al-|[ATY =] =

1
como |I|=1 = |A7! = —

1 JAPS. D]
2013
= |A| .‘D"]A|2013: W =|D| =

[ Calculamos Dsys :

01 1 20
t 121
D=B,, Bys=| 2 2 1120 = 4 8 2
_ 2x3 _
= 1 0 . X 1 21 a3 | = 0
1 20 Si tenemos dos filas o columnas
ID| =1]4 8 2 |= | propocioneales su determinante | =0
1 21 valecero, , =4 -3

=0.

El [A%13BB (A7)

2013 ‘
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