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2013. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera las matrices

101 -1 1 1
A=(110]| y B= 1 -1 1
00 2 0 0 -1

a) [1 punto] Halla, si es posible, Al y B -1,
b) [0,25 puntos] Halla el determinante de AB?*3 A’ siendo A’ la matriz traspuesta de A.
¢) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX — B = AB.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|y |B|.

Lot 10
Al=]1 1 ¢|=2- - =2-1-1-1-00=2#0—3JA L
g0 2
Lot -1 1
Bl=| 1 -1 1 :(—1>-| L | F DD () 1) =0 3B
g 0 >

Como |B| = 0 la matriz B no tiene inversa mientras que |A| # 0 la matriz posee inversa, obtenemos A~

mediante la expresion:

1

Al = W(cof (A)' 1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

1 0 1 0 1 1
1)L _1)+2, )13,
. (-1) 0 2 (—1) 0 (1) 0 0
01 1 1 1 0
A=]110 —cof (A) = | (=1)*. —1)>"2. —1)%73.
Lo e e N D O Ve
3x3 01 1 1 1 0
(_1)3+1 . (_1)3+2 . <_1)3+3 .
1 0 1 0 1 1
3x3
2 -2 0
cof (A) = 0 20
-1 11 33

A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

2 0 -1
(cof (A))' =] =2 2 1
00 1

3x3

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Y por tltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

. 2 0 -1 10
A—lzi. -2 2 1 =| -1 1 3
1

00 1/, 00 3 /54

Solucion:

Solo es posible realizar la inversa de la matriz A porque es la tinica que su determinante es distinto

10 S
de cero,siendo A1 =] -1 1 %
1

00 2 3x3

b) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades
de los determinantes y ciertos célculos realizados en el A B0 =D Cll pOs (8D GO 41, GO Gl

apartado anterior. A=A A-A---A

El determinante del producto
‘ABZOB A t‘ _ de‘ dos matrices (?uadradas del _

mismo orden es igual al

producto de sus determinantes.

2013 veces
——
= |A| - B|-|B|---|B|] -|Af|=|A|-|B[*"".|A! =

El determinante de una matriz cuadrada
= | coincide con el determinante de su =|A|-|B*@ . |A|=2-0-2=0

traspuesta.

El |ABPB A = 0.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 5
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¢) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A-X—-B=A-B
Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuacion realizando la operaciéon opuesta.
A-X—B=A-B—+A-X=A-B+B

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros

de la ecuacién por A~L.
A-X=A-B+B—- A1 A X=A1(A-B+B) A1 A X=A1-A-B+A 1B

ComoA ' A=1—-1-X=I1I-B+A 1B

I - X=X
I-B=2B

y —+X=B+A1.B

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=B+A'l.B

Para obtener la matriz pedida calcularemos A~!, A~! - By posteriormente B+ A~! - B.

La matriz inversa de A la calculamos en el apartado a).

. 2 0 -1 10 %
A*lzi- -2 2 1 = -11 1
1
00 1 3x3 00 3 3x3
Calculamos A~! - B.
. 2 0 -1 -1 1 1
A;xg-nggzi- -2 2 1 : 1 -1 1 =
0o 1/, 0 0 -1/,
L (2D +0 14+ (=1):0 2:140- (1) +(=1)-0 2:1+0-14(=1)-(-1)
=5 | 2 (-D+2:141-0 (=2)-142-(-1)+1-0 (-2)-14+2-141-(-1) =

0-(~1)+0-1+1-0 0-140-(=1)+1-0 0-(=1)+0-1+1-(=1) /,

-2 2 3 -1 1 3
=z 4 —4 -1 = 2 -2
-1

00 -1/ 00 5 /35

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Realizamos B+ A~ ! - B para obtener la matriz X.

-1 1 1 -1 1 3
X=B+A1.B= 1 -1 1 - 2 -2 =
0 0 -1 3x3 0 0 _71 3x3
—1+(-1) 1+1 1+3 -2 2 3
= 142 —1+(-2) 1+ (35) = 3 -3 1
0+0 0+0 1+ (3 /., 0 0 3/,

-2 2 3
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X3,3 = 3 -3 1
-3

0 0 3 /4

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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2013. SUPLENTE JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera las matrices

-1 10 02 1 1 2
A= 2 00 ’ ( )yC:( )
120 1 6

10 1

a) [0,75 puntos] Halla A~
b) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX = B'C (B’ es la matriz traspuesta de B).
¢) [0,5 puntos] Halla el determinante de A?*'*B'B (A~ )2013

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|.

-1 140 N
|Al=] 2 0 ¢ :1-) 5 0 =1-[-1-0-2-1=-2#0—3AL
g X
Como |A| # 0 tienen inversa, calcularemos A~! mediante la siguiente expresion:

ATV = (o (A))
~TA

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

(—1)+'01 (1)+11 (1)+'10
-1 1 0
1 0 -1 0 -1 1
A= 200 —cof (A) = | (=1)*™. 1) 1)
200 R G I N Vet e GV I
33 341 |10 342 |10 313 |1 1
(=)™ (-1) (-1)
00 2 0 2 0 33
0o -2 0
cof (A)=1] -1 -1 1
0 0 -2 3x3

A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

0 -1 0
(cof (A))' =] =2 =1 0
0 1 -2

1)

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Y por ultimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

. 0 -1 0 010
Al=—o-[ =2 -1 0 =110
1
0 1 -2 3%3 071 3%3

b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A-X=B'.C

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuacién por A~ L.
A-X=B"C—>A"' A X=A" (B Q)

ComoA ' A=1—-1-X=A"-(B"-QC)
y I-X=X—-3X=A"1-(B"C)
La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:
X=A"1(B"C)

Para obtener la matriz pedida calcularemos A1 y posteriormente AL, (Bt -C )

La matriz inversa de A ya la tenemos calculada en el apartado a).

. 0 -1 0 010
Al=—o-[ =2 -1 0 =110
1
0 1 -2 3%3 0 3 3%3

Obtenemos la traspuesta de la matriz B.

t _
B3x2 -

_ N O

1
2
0

3x2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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Realizamos A~1 - (Bt . C) para obtener la matriz X.

01 1 2
BéxZ'CZxZZ 2 2 : ( 1 6 > =
1 B 2x2

0 3x2

0-14+1-(=1) 0-2+1-6
=] 2:1+2-(-1) 2:2+42-6
1-140-(=1) 1-240-6

3x2
-1 6
= 0 16
1 2 3x2
1 0 -1 0 -1
X=Aa"1-(B-C)=—3-| -2 -1 0 : 0 16
0o 1 -2/, . 1

0-(=1)+(=1)-040-1

El producto de matrices no cumple la propiedad

conmutativa pero si la propiedad asociativa, por
tanto podriamos calcular el producto pedido co-
moA~!-(B'-C)o(A71-B)-C.

0-64+1-16+(—2)-2

3x2

0-(6)+(-1)-16+0-2

3x2

1
=5 (=2)-(-1)+(-1)-0+0-1 (-2)-6+(-1)-16+0-2 =
0-(=1)+1-0+(-2)-1
1 0 —16 0 8
=5 2 28 =| -1 14
—2 12 3x2 1 -6 3x2

0 8
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X340 = -1 14
1 -6

3x2

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

c) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades (i

de los determinantes y ciertos célculos realizados en el A" es n veces el producto de A, es decir
apartado anterior. Al=A-A-A--- A
Denotamos D33 a la matriz Solo se puede calcular el determinante de matri-

2013 obtenida del producto de ces cuadradas, por lo tanto el determinante de B
’ - o B! no podemos calcularlo, pero si realizamos

‘AZOBBtB (A1) ' t .
las matrices B y B, es decir
D B! B el producto de ambas matrices obtendremos una
3x3 = Dgyp - D2x3- matriz cuadrada, porque siempre que multiplica-
mos una matriz por su traspuesta nos dard una
2013 matriz cuadrada, a la cual si podremos calcularle

_ ‘AzmaD (A1) ) _

su determinante.

El determinante del producto
de dos matrices cuadradas
del mismo orden es igual al

producto de sus determinantes

2013 veces 2013 veces

e

o 2013 _ 1
(A[-|A|---|A] -D- ‘Afl).‘Afl‘.,,‘Aq‘ — JAP .. a8 =

El determinante de una matriz inversa es igual |
a la inversa de su determinante:
= | A- A =LA AT =1 |Al-|[ATY =] =

1
como |I|=1 = |A7! = —

1 JAPS. D]
2013
= |A| .‘D"]A|2013: W =|D| =

[ Calculamos Dsys :

0 1 1 20
t 121
D=B,, Bys=| 2 2 1120 = 4 8 2
_ 2x3 _
= 10 . X 1 21 s | = 0
1 20 Si tenemos dos filas o columnas
ID| =1]4 8 2 |= | propocioneales su determinante | =0
1 21 valecero, , =43

=0.

El [A%13BB (A7)

2013 ‘

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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2013. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION B.EJERCICIO 3.

=(55) (L)

a) [1,25 puntos] Calcula las matrices X e Y paralas que2X —Y = Ay X —3Y = B.
b) [1,25 puntos] Halla la matriz Z que verifica B + ZA + B! = 3I (I denota la matriz identidad y Bf la
matriz traspuesta de B).

Sean A y B las matrices

a) Se trata de un sistema matricial que resolveremos fécil-

mente por reduccion. Los sistemas de ecuaciones matriciales los pode-

mos resolver por igualacién, sustitucién, reduc-

cién o doble reduccion.

2X—Y=A 2X—-Y=A
X—-3Y=B =% -2X+6Y=-2B
5Y = A—2B

1
Y= (A-2B)

1
Primero resolvemos la matriz Y realizando las siguientes operaciones 2B, A — 2B y posteriormente 5

(A —2B).

2-32x2:2-( ! _4> :< 21 2~(—4)> :< 2 —8>
-9 5 22 2-(-9) 2-(5) ey 18 10 -

2 -3 2 -8 2-2 —3-(-8
Am_z'BM:( 3 5> _< 18 10) :< 3—(~18 5( 13) N
N 2x2 N 2x2 0 (_ ) N 2x2

Y =

a1l =

1 =0 =5 1
(A-2B) == © ° —| 5 5 (0
5 \15 -5 1 1 3 -1
2x2 .15 (_5) 2x2

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Una vez obtenida la matriz Y despejamos la matriz X de una de las ecuaciones dadas, por ejemplo:

X—-3Y =B

Pasamos la matriz 3Y al otro lado de la ecuacién realizando la operacién opuesta.

X—-3Y=B—=X=B+3Y

Para obtener la matriz X calcularemos 3Y y a continuacién B + 3Y.

0 1 3-0 3-1 0 3
3 -1 2x2 3-3 3-(=1) 2x2 9 -3 2x2

1 —4 0 3 1+0 —4+3 1 -1
X = Boyo +3Y240 = + = = 5
—9 5 2x2 9 -3 2x2 —9+9 5+(-3) 2x2 0 2x2

Solucion:

1 -1
La matrices pedidas que cumplen las ecuaciones dadas en el enunciado son X, = < S )
2x2

0 1
y Yoo = ( 5 )
a 2x2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 3
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b) Despejamos la matriz Z de la siguiente ecuacién matricial:

B2+Z-A+B'=3.1

Pasamos la matriz B? y B! al otro lado de la ecuacion realizando la operacién opuesta.
B°+Z-A+B'=3-1-Z-A=3-1-B>-B

Como A se encuentra multiplicando a la derecha de la matriz Z, multiplicaremos por la derecha de ambos
miembros de la ecuacién por A~ L.
Z-A=3-1-B*-B'-Z-A-A'=(3-1-B*-B)-A"!

ComoA-A'=1—-Z-1=(3-1-B*—B') A"
y Z1=Z—Z=(3-1-B>—B')-A""

La matriz Z es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

Z=3-1-B*-B")- A"

Para obtener la matriz pedida calcularemos A~!, 3 I, B?, B!, 3] — B> — B! y por tltimo (31 — B> — BY) -
A~ Antes de nada comprobaremos que A tiene inversa verificando que su determinante es distinto de
cero.

2 =3

Al =
-3 5

=2.5—(=3)-(-3)=1#0—3A°!

Como |A| # 0 tienen inversa, calcularemos su inversa |

mediante la siguiente expresi(’)n: Una matriz cuadrada A es simétrica si coincide
con su traspuesta, es decir si A = At. La inversa
1 de una matriz simétrica es simétrica por lo tanto
(A) -1 _ W cof (A) (1) la expresion para calcular su inversa la podemos

reescribir como

()7 = eof (4)

_ 2 =3 ( =DMhs (=) (=3)
A_(_3 5>2xf“’f (A>‘<<—1>2“-<—3> (1222 )

cof (4) = ( . )
2x2

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Y por ultimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

A1_1.<5 3) _(5 3)
1 3 2 2x2 3 2 2x2

Calculamos 3 -1, B2, B, 31 — B2 — B!

1 0 3-1 3-0 30
01 2x2 3-0 3-1 343 03 343
1 —4 1 —4
B2:B2x2'B2x2:< 9 5) ( 9 5) =
- 2x2 - 2x2

1 -9
Béxz = < )
-4 5 2x2
3 0 37 —24 1 -9
3'12"2_]3%’(2_]35"2:(0 3) _< 54 61) _< 4 5) B
3x3 - 2x2 o 232
B 3-37-1 0—(—24)—(—9) [ -3 33
0— (—54) — (—4) 3-61-5 ) 58 —63 ),
Realizamos (3 .1 —B?— Bt) AL para obtener la matriz Z.
Z_<—35 33) (5 3) _( —35-5+33-3 _35-3+33-2> B
58 —63 ), \32) 58-5+(—63)-3 58-3+(—63)-2 )

B < ~76 —39 )
101 48 )

-76 —39
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es Z,, = < )
2x2

101 48

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1
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2013. RESERVA B. OPCION B.EJERCICIO 3.

-1 2 1 -1
Considera las matrices A = y B=
01 1 0

a) [1,25 puntos] Calcula X e Y tales que X — Y = A’ y 2X — Y = B (A’ es la matriz traspuesta de A)
b) [1,25 puntos] Calcula Z tal que AZ = BZ + A.

a) Se trata de un sistema matricial que resolveremos facil-

mente por reduccién. Los sistemas de ecuaciones matriciales los pode-

mos resolver por igualacién, sustitucion, reduc-

X _Y = At ;1> X1Y— At ci6én o doble reduccion.
2X-Y =B 2X-Y =B
X =B-A!

Primero resolvemos la matriz X realizando las siguientes operaciones A’ y posteriormente B — A'.

-1 2 -1 0
2x2 2x2

Realizamos B — A’ para obtener la matriz X.

1 -1 -1 0 1—(-1) -1-0 2 -1
=y o) T 2n) T 1-2 0-1) ~ \ -1 -1
222 222 B 2 I P
Una vez obtenida la matriz X despejamos la matriz Y de una de las ecuaciones dadas, por ejemplo:

X—Y=A!

Pasamos la matriz Y al otro lado de la ecuacién realizando la operacién opuesta.

X-Y=A'2X=Y+A

Pasamos la matriz A’ al otro lado de la ecuacion realizando la operacion opuesta.

X=Y+A - X-Al=Y

La matriz Y es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

Y =X At

1 6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Para obtener la matriz Y calcularemos X — A°.

2 -1 ~1 0 2—(=1) —1-0 3 -1
YZXZZXZXZ_AEXZ:(A —1) _< 2 1) :< —1-2 —1—1) :<—3 —2)
2x2 2x2 2x2 2x2

Solucion:

. . . . 2 -1
La matrices pedidas que cumplen las ecuaciones dadas en el enunciado son X, =
2x2

-1 -1
3 -1
y Yoo = ( 3 _o )
Y 2x2

b) Despejamos la matriz Z de la siguiente ecuacién matricial:

A-Z=B-Z+A

Pasamos la matriz B - Z al otro lado de la ecuacién realizando la operacién opuesta.
A-Z=B-Z+A—A-Z-B-Z=A

Nos encontramos dos matrices Z, para poder despejarla debemos sacarle factor comtn por el lado correcto,
en este caso como Z estd multiplicando por la derecha de las matrices A y B se encontrard por ese mismo
lado al sacar factor comun.

A-Z-B-Z=A—(A-B)-Z=A

Denotaremos C a la matriz obtenida de realizar la operaciéon A — B.

C = A-B
C-Z = A

Como C se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz Z, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuacién por C~1.
C-Z=A—-C'.C-Z=C"-A

ComoC!.C=I1—=1.-Z=C1-A
y 1-Z=Z—-7Z=C"'.A

La matriz Z es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

Z=C1. A

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 7
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Para obtener la matriz pedida calcularemos C~! y C~! - A. Antes de nada comprobaremos que C tiene in-

versa verificando que su determinante es distinto de cero, para ello calcularemos nuestra matriz C.

-1 2 1 -1 —-1—-1 2—(—-1 -2 3
c2x2:A2x2—32x2:< 0 1) _<1 0) :< 0—1 i 3) :< 1 1)
2x2 2x2 o o 2x2 o 2x2

-2 3

. =-2-1-(-1)-3=1#0—3C"

|C|=|

Como |C| # 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion:

(C)" = = (cof (O))f (1)
(23 - (_1)1+1 1 (_1)1+2 1
©- ( -11 >2x2 o= <<_1)2+1 -3 <_1)2+2 ' (_2>>2x2

mﬂ®=<_;_;>
2x2

A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

<mﬂ®f=<1jj>
2x2

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

c—l—l (1 —3)_(1 —3)
1 {1 =2 1 -2 ),

Realizamos C~! - A para obtener la matriz Z.

(1 -3 [ -1 2 {1 (-1)+(=3):0 1-2+(-3)-1 B
S\ 2 ) 01/),, \1:(-1)+(=2)-0 1-24+(=2)-1 ),

B < 1 —1)
-1 0 2x2

-1 0

-1 -1
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es Z,, = < )
2x2

1 8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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