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2013. Titular Septiembre. Opción A. Ejercicio 3.

Considera las matrices

A =




1 0 1
1 1 0
0 0 2


 y B =




−1 1 1
1 −1 1
0 0 −1




a) [1 punto] Halla, si es posible, A−1 y B−1.
b) [0,25 puntos] Halla el determinante de AB2013At siendo At la matriz traspuesta de A.
c) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX − B = AB.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A| y |B|.

|A| =



1 0 �1
1 1 �0

�0 �0 ��2


= 2 ·


1 0
1 1

 = 2 · [1 · 1 − 1 · 0] = 2 ̸= 0 → ∃A−1.

|B| =



−1 1 �1
1 −1 �1

�0 �0 ����−1


= (−1) ·


−1 1

1 −1

 = (−1) · [(−1) · (−1)− 1 · 1] = 0 → ∄B−1

Como |B| = 0 la matriz B no tiene inversa mientras que |A| ̸= 0 la matriz posee inversa, obtenemos A−1

mediante la expresión:

A−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

A =




1 0 1
1 1 0
0 0 2




3x3

→ co f (A) =




(−1)1+1 ·

1 0
0 2

 (−1)1+2 ·

1 0
0 2

 (−1)1+3 ·

1 1
0 0



(−1)2+1 ·

0 1
0 2

 (−1)2+2 ·

1 1
0 2

 (−1)2+3 ·

1 0
0 0



(−1)3+1 ·

0 1
1 0

 (−1)3+2 ·

1 1
1 0

 (−1)3+3 ·

1 0
1 1






3x3

co f (A) =




2 −2 0
0 2 0

−1 1 1




3x3

A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

4
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Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
2
·




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

=




1 0 −1
2

−1 1 1
2

0 0 1
2




3x3

Solución:

Solo es posible realizar la inversa de la matriz A porque es la única que su determinante es distinto

de cero, siendo A−1 =




1 0 −1
2

−1 1 1
2

0 0 1
2




3x3

An es n veces el producto de A, es decir

An = A · A · A · · · A

b) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades
de los determinantes y ciertos cálculos realizados en el
apartado anterior.

AB2013At
 =




El determinante del producto
de dos matrices cuadradas del
mismo orden es igual al
producto de sus determinantes.



=

=

2013 veces

|A| ·
  
|B| · |B| · · · |B| ·

At
 = |A| · |B|2013 ·

At
 =

=




El determinante de una matriz cuadrada
coincide con el determinante de su
traspuesta.


 = |A| · |B|2013 · |A| = 2 · 0 · 2 = 0

Solución:

El
AB2013At

 = 0.
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c) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A · X − B = A · B

Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

A · X − B = A · B → A · X = A · B + B

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuación por A−1.

A · X = A · B + B → A−1 · A · X = A−1 · (A · B + B) → A−1 · A · X = A−1 · A · B + A−1 · B

Como A−1 · A = I → I · X = I · B + A−1 · B

y
I · X = X
I · B = B

 → X = B + A−1 · B

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = B + A−1 · B

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1, A−1 · B y posteriormente B + A−1 · B.

La matriz inversa de A la calculamos en el apartado a).

A−1 =
1
2
·




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

=




1 0 −1
2

−1 1 1
2

0 0 1
2




3x3

Calculamos A−1 · B.

A−1
3x3 · B3x3 =

1
2
·




2 0 −1
−2 2 1

0 0 1




3x3

·




−1 1 1
1 −1 1
0 0 −1




3x3

=

=
1
2
·




2 · (−1) + 0 · 1 + (−1) · 0 2 · 1 + 0 · (−1) + (−1) · 0 2 · 1 + 0 · 1 + (−1) · (−1)
(−2) · (−1) + 2 · 1 + 1 · 0 (−2) · 1 + 2 · (−1) + 1 · 0 (−2) · 1 + 2 · 1 + 1 · (−1)

0 · (−1) + 0 · 1 + 1 · 0 0 · 1 + 0 · (−1) + 1 · 0 0 · (−1) + 0 · 1 + 1 · (−1)




3x3

=

=
1
2
·




−2 2 3
4 −4 −1
0 0 −1




3x3

=




−1 1 3
2

2 −2 −1
2

0 0 −1
2




3x3
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Realizamos B + A−1 · B para obtener la matriz X.

X = B + A−1 · B =




−1 1 1
1 −1 1
0 0 −1




3x3

+




−1 1 3
2

2 −2 −1
2

0 0 −1
2




3x3

=

=




−1 + (−1) 1 + 1 1 + 3
2

1 + 2 −1 + (−2) 1 +
�−1

2



0 + 0 0 + 0 −1 +
�−1

2






3x3

=




−2 2 5
2

3 −3 1
2

0 0 −3
2




3x3

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x3 =




−2 2 5
2

3 −3 1
2

0 0 −3
2




3x3
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2013. Suplente Junio. Opción A. Ejercicio 3.

Considera las matrices

A =




−1 1 0
2 0 0
1 0 1


 , B =


0 2 1
1 2 0


y C =


1 2

−1 6



a) [0,75 puntos] Halla A−1.
b) [1,25 puntos] Calcula la matriz X que satisface AX = BtC

�
Bt es la matriz traspuesta de B


.

c) [0,5 puntos] Halla el determinante de A2013BtB
�

A−12013.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|.

|A| =



−1 1 �0
2 0 �0

�1 �0 ��1


= 1 ·


−1 1

2 0

 = 1 · [−1 · 0 − 2 · 1] = −2 ̸= 0 → ∃A−1.

Como |A| ̸= 0 tienen inversa, calcularemos A−1 mediante la siguiente expresión:

A−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

A =




−1 1 0
2 0 0
1 0 1




3x3

→ co f (A) =




(−1)1+1 ·

0 0
0 1

 (−1)1+2 ·

2 0
1 1

 (−1)1+3 ·

2 0
1 0



(−1)2+1 ·

1 0
0 1

 (−1)2+2 ·

−1 0
1 1

 (−1)2+3 ·

−1 1
1 0



(−1)3+1 ·

1 0
0 0

 (−1)3+2 ·

−1 0
2 0

 (−1)3+3 ·

−1 1
2 0






3x3

co f (A) =




0 −2 0
−1 −1 1

0 0 −2




3x3

A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3
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2

Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 = −
1
2
·




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3

=




0 1
2 0

1 1
2 0

0 1
2 1




3x3

Solución:

La matriz inversa de A es A−1 =




0 −1
2 0

−1 −1
2 0

0 1
2 −1




3x3

b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A · X = Bt · C

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuación por A−1.

A · X = Bt · C → A−1 · A · X = A−1 ·
�

Bt · C


Como A−1 · A = I → I · X = A−1 ·
�

Bt · C


y I · X = X → X = A−1 ·
�

Bt · C


La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = A−1 ·
�

Bt · C


Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1 y posteriormente A−1 ·
�

Bt · C

.

La matriz inversa de A ya la tenemos calculada en el apartado a).

A−1 = −
1
2
·




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3

=




0 1
2 0

1 1
2 0

0 1
2 1




3x3

Obtenemos la traspuesta de la matriz B.

Bt
3x2 =




0 1
2 2
1 0




3x2
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3

El producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa pero si la propiedad asociativa, por
tanto podríamos calcular el producto pedido co-
mo A−1 ·

�
Bt · C


o
�

A−1 · B

· C.

Realizamos A−1 ·
�

Bt · C


para obtener la matriz X.

Bt
3x2 · C2x2 =




0 1
2 2
1 0




3x2

·


1 2
−1 6



2x2

=

=




0 · 1 + 1 · (−1) 0 · 2 + 1 · 6
2 · 1 + 2 · (−1) 2 · 2 + 2 · 6
1 · 1 + 0 · (−1) 1 · 2 + 0 · 6




3x2

=

=




−1 6
0 16
1 2




3x2

X = A−1 ·
�

Bt · C

= −

1
2
·




0 −1 0
−2 −1 0

0 1 −2




3x3

·




−1 6
0 16
1 2




3x2

=

= −
1
2
·




0 · (−1) + (−1) · 0 + 0 · 1 0 · (6) + (−1) · 16 + 0 · 2
(−2) · (−1) + (−1) · 0 + 0 · 1 (−2) · 6 + (−1) · 16 + 0 · 2

0 · (−1) + 1 · 0 + (−2) · 1 0 · 6 + 1 · 16 + (−2) · 2




3x2

=

= −
1
2
·




0 −16
2 −28

−2 12




3x2

=




0 8
−1 14

1 −6




3x2

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x2 =




0 8
−1 14

1 −6




3x2
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4

An es n veces el producto de A, es decir

An = A · A · A · · · A.

Solo se puede calcular el determinante de matri-
ces cuadradas, por lo tanto el determinante de B
o Bt no podemos calcularlo, pero si realizamos
el producto de ambas matrices obtendremos una
matriz cuadrada, porque siempre que multiplica-
mos una matriz por su traspuesta nos dará una
matriz cuadrada, a la cual si podremos calcularle
su determinante.

c) Resolvemos este apartado aplicando las propiedades
de los determinantes y ciertos cálculos realizados en el
apartado anterior.

A2013BtB
�

A−12013
 =




Denotamos D3x3 a la matriz
obtenida del producto de
las matrices Bt y B, es decir
D3x3 = Bt

3x2 · B2x3.




=

=
A2013D

�
A−12013

 =

=




El determinante del producto
de dos matrices cuadradas
del mismo orden es igual al
producto de sus determinantes



=

=

2013 veces 2013 veces
  
|A| · |A| · · · |A| ·D·

  A−1
 ·

A−1
 · · ·

A−1
 = |A|2013 · D ·

A−2013
−1

=

=




El determinante de una matriz inversa es igual
a la inversa de su determinante:
A · A−1 = I;

A · A−1
 = |I| ; |A| ·

A−1
 = |I|

como |I|=1 →
A−1

 = 1

|A|



=

= |A|2013 · |D| ·
1

|A|2013 = ����|A|2013 · |D|

����|A|2013
= |D| =

=




Calculamos D3x3 :

D = Bt
3x2 · B2x3 =




0 1
2 2
1 0




3x2

·


1 2 1
1 2 0



2x3

=




1 2 0
4 8 2
1 2 1




3x3

|D| =



1 2 0
4 8 2
1 2 1


=




Si tenemos dos filas o columnas
propocioneales su determinante
vale cero, F2 = 4 · F3


 = 0




= 0

Solución:

El
A2013BtB

�
A−12013

 = 0.
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2013. Suplente Septiembre. Opción B. Ejercicio 3.

Sean A y B las matrices

A =


2 −3

−3 5


y B =


1 −4

−9 5



a) [1,25 puntos] Calcula las matrices X e Y para las que 2X − Y = A y X − 3Y = B.
b) [1,25 puntos] Halla la matriz Z que verifica B2 + ZA + Bt = 3I (I denota la matriz identidad y Bt la
matriz traspuesta de B).

Los sistemas de ecuaciones matriciales los pode-
mos resolver por igualación, sustitución, reduc-
ción o doble reducción.

a) Se trata de un sistema matricial que resolveremos fácil-
mente por reducción.

2X − Y = A 2X − Y = A

X − 3Y = B −2−→ −2X + 6Y = −2B
5Y = A − 2B

Y =
1
5
· (A − 2B)

Primero resolvemos la matriz Y realizando las siguientes operaciones 2B, A − 2B y posteriormente
1
5
·

(A − 2B).

2 · B2x2 = 2 ·


1 −4
−9 5



2x2

=


2 · 1 2 · (−4)

2 · (−9) 2 · (5)



2x2

=


2 −8

−18 10



2x2

A2x2 − 2 · B2x2 =


2 −3

−3 5



2x2

−


2 −8
−18 10



2x2

=


2 − 2 −3 − (−8)

−3 − (−18) 5 − 10



2x2

=

=


0 5

15 −5



2x2

Realizamos
1
5
· (A − 2B) para obtener la matriz Y.

Y =
1
5
· (A − 2B) =

1
5
·


0 5
15 −5



2x2

=




1
5
· 0

1
5
· 5

1
5
· 15

1
5
· (−5)




2x2

=


0 1
3 −1



2x2
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Una vez obtenida la matriz Y despejamos la matriz X de una de las ecuaciones dadas, por ejemplo:

X − 3Y = B

Pasamos la matriz 3Y al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

X − 3Y = B → X = B + 3Y

Para obtener la matriz X calcularemos 3Y y a continuación B + 3Y.

3 · Y2x2 = 3 ·
(

0 1
3 −1

)

2x2

=

(
3 · 0 3 · 1
3 · 3 3 · (−1)

)

2x2

=

(
0 3
9 −3

)

2x2

X = B2x2 + 3Y2x2 =

(
1 −4

−9 5

)

2x2

+

(
0 3
9 −3

)

2x2

=

(
1 + 0 −4 + 3

−9 + 9 5 + (−3)

)

2x2

=

(
1 −1
0 2

)

2x2

Solución:

La matrices pedidas que cumplen las ecuaciones dadas en el enunciado son X2x2 =

(
1 −1
0 2

)

2x2

y Y2x2 =

(
0 1
3 −1

)

2x2
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b) Despejamos la matriz Z de la siguiente ecuación matricial:

B2 + Z · A + Bt = 3 · I

Pasamos la matriz B2 y Bt al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

B2 + Z · A + Bt = 3 · I → Z · A = 3 · I − B2 − Bt

Como A se encuentra multiplicando a la derecha de la matriz Z, multiplicaremos por la derecha de ambos
miembros de la ecuación por A−1.

Z · A = 3 · I − B2 − Bt → Z · A · A−1 =
(
3 · I − B2 − Bt) · A−1

Como A · A−1 = I → Z · I =
(
3 · I − B2 − Bt) · A−1

y Z · I = Z → Z =
(
3 · I − B2 − Bt) · A−1

La matriz Z es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

Z =
(
3 · I − B2 − Bt) · A−1

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1, 3 · I, B2, Bt, 3I − B2 − Bt y por último
(
3 · I − B2 − Bt) ·

A−1. Antes de nada comprobaremos que A tiene inversa verificando que su determinante es distinto de
cero.

|A| =
∣∣∣∣∣

2 −3
−3 5

∣∣∣∣∣ = 2 · 5 − (−3) · (−3) = 1 ̸= 0 → ∃A−1

Una matriz cuadrada A es simétrica si coincide
con su traspuesta, es decir si A = At. La inversa
de una matriz simétrica es simétrica por lo tanto
la expresión para calcular su inversa la podemos
reescribir como

(A)−1 =
1

|A|co f (A)

Como |A| ̸= 0 tienen inversa, calcularemos su inversa
mediante la siguiente expresión:

(A)−1 =
1

|A|co f (A) (1)

A =

(
2 −3

−3 5

)

2x2

→ co f (A) =

(
(−1)1+1 · 5 (−1)1+2 · (−3)

(−1)2+1 · (−3) (−1)2+2 · 2

)

2x2

co f (A) =

(
5 3
3 2

)

2x2
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Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
1
·
(

5 3
3 2

)

2x2

=

(
5 3
3 2

)

2x2

Calculamos 3 · I, B2, Bt, 3I − B2 − Bt

3 · I2x2 = 3 ·
(

1 0
0 1

)

2x2

=

(
3 · 1 3 · 0
3 · 0 3 · 1

)

3x3

=

(
3 0
0 3

)

3x3

B2 = B2x2 · B2x2 =

(
1 −4

−9 5

)

2x2

·
(

1 −4
−9 5

)

2x2

=

=

(
1 · 1 + (−4) · (−9) 1 · (−4) + (−4) · 5
−9 · 1 + 5 · (−9) −9 · (−4) + 5 · 5

)

2x2

=

(
37 −24

−54 61

)

2x2

Bt
2x2 =

(
1 −9

−4 5

)

2x2

3 · I2x2 − B2
2x2 − Bt

2x2 =

(
3 0
0 3

)

3x3

−
(

37 −24
−54 61

)

2x2

−
(

1 −9
−4 5

)

2x2

=

=

(
3 − 37 − 1 0 − (−24)− (−9)

0 − (−54)− (−4) 3 − 61 − 5

)

2x2

=

(
−35 33

58 −63

)

2x2

Realizamos
(
3 · I − B2 − Bt) · A−1 para obtener la matriz Z.

Z =

(
−35 33

58 −63

)

2x2

·
(

5 3
3 2

)

2x2

=

(
−35 · 5 + 33 · 3 −35 · 3 + 33 · 2

58 · 5 + (−63) · 3 58 · 3 + (−63) · 2

)

2x2

=

=

(
−76 −39
101 48

)

2x2

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es Z2x2 =

(
−76 −39
101 48

)

2x2
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2013. Reserva B. Opción B. Ejercicio 3.

Considera las matrices A =

(
−1 2

0 1

)
y B =

(
1 −1
1 0

)

a) [1,25 puntos] Calcula X e Y tales que X − Y = At y 2X − Y = B (At es la matriz traspuesta de A)
b) [1,25 puntos] Calcula Z tal que AZ = BZ + A.

Los sistemas de ecuaciones matriciales los pode-
mos resolver por igualación, sustitución, reduc-
ción o doble reducción.

a) Se trata de un sistema matricial que resolveremos fácil-
mente por reducción.

X − Y = At −1−→ −X + Y = −At

2X − Y = B 2X − Y = B
X = B − At

Primero resolvemos la matriz X realizando las siguientes operaciones At y posteriormente B − At.

At
2x2 =

(
−1 2

0 1

)

2x2

=

(
−1 0

2 1

)

2x2

Realizamos B − At para obtener la matriz X.

X2x2 =

(
1 −1
1 0

)

2x2

−
(

−1 0
2 1

)

2x2

=

(
1 − (−1) −1 − 0

1 − 2 0 − 1

)

2x2

=

(
2 −1

−1 −1

)

2x2

Una vez obtenida la matriz X despejamos la matriz Y de una de las ecuaciones dadas, por ejemplo:

X − Y = At

Pasamos la matriz Y al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

X − Y = At → X = Y + At

Pasamos la matriz At al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

X = Y + At → X − At = Y

La matriz Y es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

Y = X − At
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Para obtener la matriz Y calcularemos X − At.

Y2x2 = X2x2 − At
2x2 =

(
2 −1

−1 −1

)

2x2

−
(

−1 0
2 1

)

2x2

=

(
2 − (−1) −1 − 0
−1 − 2 −1 − 1

)

2x2

=

(
3 −1

−3 −2

)

2x2

Solución:

La matrices pedidas que cumplen las ecuaciones dadas en el enunciado son X2x2 =

(
2 −1

−1 −1

)

2x2

y Y2x2 =

(
3 −1

−3 −2

)

2x2

b) Despejamos la matriz Z de la siguiente ecuación matricial:

A · Z = B · Z + A

Pasamos la matriz B · Z al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.
A · Z = B · Z + A → A · Z − B · Z = A

Nos encontramos dos matrices Z, para poder despejarla debemos sacarle factor común por el lado correcto,
en este caso como Z está multiplicando por la derecha de las matrices A y B se encontrará por ese mismo
lado al sacar factor común.

A · Z − B · Z = A → (A − B) · Z = A

Denotaremos C a la matriz obtenida de realizar la operación A − B.

C = A − B
C · Z = A

Como C se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz Z, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuación por C−1.

C · Z = A → C−1 · C · Z = C−1 · A

Como C−1 · C = I → I · Z = C−1 · A

y I · Z = Z → Z = C−1 · A

La matriz Z es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

Z = C−1 · A
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Para obtener la matriz pedida calcularemos C−1 y C−1 · A. Antes de nada comprobaremos que C tiene in-
versa verificando que su determinante es distinto de cero, para ello calcularemos nuestra matriz C.

C2x2 = A2x2 − B2x2 =

(
−1 2

0 1

)

2x2

−
(

1 −1
1 0

)

2x2

=

(
−1 − 1 2 − (−1)

0 − 1 1 − 0

)

2x2

=

(
−2 3
−1 1

)

2x2

|C| =
∣∣∣∣∣
−2 3
−1 1

∣∣∣∣∣ = −2 · 1 − (−1) · 3 = 1 ̸= 0 → ∃C−1

Como |C| ̸= 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresión:

(C)−1 =
1

|C| (co f (C))t (1)

C =

(
−2 3
−1 1

)

2x2

→ co f (C) =

(
(−1)1+1 · 1 (−1)1+2 · −1
(−1)2+1 · 3 (−1)2+2 · (−2)

)

2x2

co f (C) =

(
1 1

−3 −2

)

2x2

A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (C))t =

(
1 −3
1 −2

)

2x2

Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

C−1 =
1
1
·
(

1 −3
1 −2

)
=

(
1 −3
1 −2

)

2x2

Realizamos C−1 · A para obtener la matriz Z.

Z =

(
1 −3
1 −2

)

2x2

·
(

−1 2
0 1

)

2x2

=

(
1 · (−1) + (−3) · 0 1 · 2 + (−3) · 1
1 · (−1) + (−2) · 0 1 · 2 + (−2) · 1

)

2x2

=

=

(
−1 −1
−1 0

)

2x2

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es Z2x2 =

(
−1 −1
−1 0

)

2x2
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