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Dadas las matrices

A =




α 1 −1
1 α −1

−1 −1 α


 y B =




0
1
1




a) [1,75 puntos] Calcula el rango de A dependiendo de los valores de α.
b) [0,75 puntos] Para α = 2, resuelve la ecuación matricial AX = B.

El rango nos indica el número de filas o columnas
que son independientes, por las propiedades de
los determinantes sabemos que si el |A| = 0 existe
combinación lineal entre ellas, al imponerle dicha
condición descubriremos los valores de α para los
cuales existe combinación lineal.

a) A es una matriz cuadrada de orden 3 distinta de la
matriz nula, por lo tanto sabemos que su rango siempre
irá comprendido entre

1 ≤ r (A) ≤ min { f ilas, columnas}

1 ≤ r (A) ≤ 3

Calculamos el |A|.

|A| =



α 1 −1
1 α −1

−1 −1 α


=

= α · α · α + 1 · (−1) · (−1) + 1 · (−1) · (−1)− (−1) · α · (−1)− (−1) · (−1) · α − 1 · 1 · α =

= α3 − 3α + 2

Imponemos la condición |A| = 0:

|A| = α3 − 3α + 2
|A| = 0

 α3 − 3α + 2 = 0 resolvemos por Ruffini

1 0 -3 2
1 1 1 -2

1 1 -2 0
1 1 2

1 2 0

→ α3 − 3α + 2 = (α − 1) · (α − 1) · (α + 2)
Como α3 − 3α + 2 = 0 entonces (α − 1) · (α − 1) · (α + 2) = 0

α + 2 = 0 → α1 = −2
α − 1 = 0 → α1 = 1
α − 1 = 0 → α1 = 1
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A continuación estudiaremos el rango de la matriz A, para los casos: α1 = −2, α2 = 1 y α ∈ R \ {−2, 1}.

i) Para α1 = −2

A =




−2 1 −1
1 −2 −1

−1 −1 −2




1 ≤ r (A) ≤ 2
No puede ser 3 porque para dicho valor de α

el determinante de A es cero, lo obligamos al
a principio del apartado.

Buscaremos menores de orden 2 cuyo determinante sea distinto de cero.


−2 1

1 −2

 = (−2) · (−2)− 1 · 1 = 4 − 1 = 3 ̸= 0 → r (A) = 2

ii) Para α2 = 1

A =




1 1 −1
1 1 −1

−1 −1 1




1 ≤ r (A) ≤ 2
No puede ser 3 porque para dicho valor de α

el determinante de A es cero, lo obligamos al
a principio del apartado.

Todos los determinantes de los menores de orden 2 que podemos formar valen cero, por lo tanto podemos
afirmar que r (A) = 1, si te fijas con atención descubrirás que las dos primeras filas son iguales y que si
multiplicas la primera por −1 obtienes la 3.

iii)Para α ∈ R \ {−2, 1} el |A| ̸= 0, puesto que los únicos valores que lo hacían cero eran α = −2 y α = 1, así
que siempre tenderemos un menor de orden 3 cuyo determinante será distinto de cero y en consecuencia
el r (A) = 3.

Solución:

Para α ∈ R \ {−2, 1} el r (A) = 3.
Para α = −2 el r (A) = 2.
Para α = 1 el r (A) = 1.
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b) Para α = 2 la matriz A será de la forma

A =




2 1 −1
1 2 −1

−1 −1 2




Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:
A · X = B

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuación por A−1.

A · X = B → A−1 · A · X = A−1 · B

Como A−1 · A = I → I · X = A−1 · B

y I · X = X → X = A−1 · B

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = A−1 · B

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1 y posteriormente A−1 · B.

|A| ya lo tenemos resuelto pero en función del pa-
rámetro, en este caso α, así que solo debemos sus-
tituirlo por el valor que nos indica el apartado.

La matriz A posee inversa porque |A| ̸= 0 para α = 2, de-
bido a que solo es posible que valga cero para α = −2 y 1,
calculamos su inversa mediante la siguiente expresión:

(A)−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

|A| = α3 − 3α + 2 |A| = 23 − 3 · 2 + 2 = 4
para α = 2

A =




2 1 −1
1 2 −1

−1 −1 2




3x3

→ co f (A) =




(−1)1+1 ·


2 −1
−1 2

 (−1)1+2 ·


1 −1
−1 2

 (−1)1+3 ·


1 2
−1 −1



(−1)2+1 ·


1 −1
−1 2

 (−1)2+2 ·


2 −1
−1 2

 (−1)2+3 ·


2 1
−1 −1



(−1)3+1 ·

1 −1
2 −1

 (−1)3+2 ·

2 −1
1 −1

 (−1)3+3 ·

2 1
1 2






3x3

co f (A) =




3 −1 1
−1 3 1

1 1 3




3x3
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A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




3 −1 1
−1 3 1

1 1 3




3x3

Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
4
·




3 −1 1
−1 3 1

1 1 3




3x3

=




3
4

−1
4

1
4

−1
4

3
4

1
4

1
4

1
4

3
4




3x3

Realizamos A−1 · B para obtener la matriz X.

X = A−1
3x3 · B3x1 =

1
4
·




3 −1 1
−1 3 1

1 1 3




3x3

·




0
1
1




3x1

=
1
4
·




3 · 0 + (−1) · 1 + 1 · 1
−1 · 0 + 3 · 1 + 1 · 1

1 · 0 + 1 · 1 + 3 · 1




3x1

=

X =
1
4
·




0
4
4




3x1

=




0
1
1




3x1

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x1 =




0
1
1




3x1
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Dadas las matrices

A =




1 1 0
2 t + 1 t − 1

−2t − 1 0 t + 3


 y X =




x
y
z




a) [1,75 puntos] Calcula el rango de A según los diferentes valores de t.
b) [0,75 puntos] Razona para qué valores de t el sistema homogéneo AX = O tiene más de una solución.

El rango nos indica el número de filas o columnas
que son independientes, por las propiedades de
los determinantes sabemos que si el |A| = 0 existe
combinación lineal entre ellas, al imponerle dicha
condición descubriremos los valores de t para los
cuales existe combinación lineal.

a) A es una matriz cuadrada de orden 3 distinta de la
matriz nula, por lo tanto sabemos que el rango de una
matriz no nula siempre irá comprendido entre

1 ≤ r (A) ≤ min { f ilas, columnas}

1 ≤ r (A) ≤ 3

Calculamos |A| .

|A| =



1 1 0
2 t + 1 t − 1

−2t − 1 0 t + 3


C2=C2−C1−−−−−−→



��1 �0 �0

�2 t − 1 t − 1

����−2t − 1 2t + 1 t + 3


= 1 ·


t − 1 t − 1

2t + 1 t + 3

 =

= 1 · [(t − 1) · (t + 3)− (2t + 1) · (t − 1)] = (t − 1) · [(t + 3)− (2t + 1)] = (t − 1) · (−t + 2)

Imponemos la condición |A| = 0.

|A| = (t − 1) · (−t + 2)
|A| = 0

 (t − 1) · (−t + 2) = 0


t − 1 = 0 → t1 = 1

−t + 2 = 0 → t2 = 2

A continuación estudiaremos el rango de la matriz A, para los casos: t1 = 1, t2 = 2 y t ∈ R \ {1, 2}. Pero
no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéramos determinar su rango para alguno
de los casos.

Para los casos t1 = 1 y t2 = 2 el rango de la matriz A se encontrará entre 1 ≤ r (A) ≤ 2 puesto que el único
menor de orden 3 que posee es la propia matriz A, del cual sabemos que para dichos valores su determi-
nante es cero, lo obligamos al principio del ejercicio, así que para estos casos solo buscaremos menores de
orden 2 cuyo determinante sea distinto de cero.
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i) Para t1 = 1

A =




1 1 0
2 2 0

−3 0 4


 1 ≤ r (A) ≤ 2


2 0
0 4

 = 2 · 4 − 0 · 0 = 8 ̸= 0 → r (A) = 2

ii) Para t2 = 2

A =




1 1 0
2 3 1

−5 0 5


 1 ≤ r (A) ≤ 2


1 0
3 1

 = 1 · 1 − 3 · 0 = 1 ̸= 0 → r (A) = 2

iii)Para t ∈ R \ {1, 2} el |A| ̸= 0, puesto que los únicos valores que lo hacia cero eran t1 = 1 y t2 = 2, así
que siempre tenderemos un menor de orden 3 cuyo determinante será distinto de cero, en consecuencia
r (A) = 3.

Solución:

Para t = 1 y t = 2 el r (A) = 2.
Para t ∈ R \ {1, 2} el r (A) = 3.

Un sistema de ecuaciones lineales homogéneas es
un sistema de la forma AX = 0, lo reconoce-
mos porque todos sus términos independientes
son nulos, se caracterizan por ser siempre Siste-
mas Compatibles, encontrándonos con dos posi-
bilidades:

Si es Sistema Compatible Determinado, so-
lo existe la solución trivial

(x, y, z) = (0, 0, 0)

Si es Sistema Compatible Indeterminado
puede tener al menos una solución no tri-
vial.

b) Como expusimos anteriormente el rango de una
matriz no nula siempre irá comprendido entre 1 ≤
r (A) ≤ min { f ilas, columnas}, por el apartado
anterior sabemos que para los casos en los que
t1 = 1 y t2 = 2 el r (A) = 2, pues-
to que el único menor de orden 3 que posee es
la propia matriz A del cual conocemos que pa-
ra dichos valores su determinante es cero, lo obli-
gamos al principio del ejercicio, mientras que si
toma valores distintos su rango será máximo al
ser el |A| ̸= 0, que en nuestro caso r (A) =

3.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos
cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es de-
cir A ⊂ A′, por lo tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A′, además contiene una columna llena de ceros, debido a ello el determinante de todos los
menores de orden 3 que formemos distintos a la matriz A contendrá dicha columna y por las propiedades
de los determinantes sabemos que si un determinante contienen una fila o columna llena de ceros vale cero,
llegando a la conclusión que r (A) = r (A′).
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Para que nuestro sistema tenga soluciones distintas a la solución trivial necesitamos que sea un Sistema
Compatible Indeterminado, que solo será posible cuando r (A) = r (A′) < nº de incógnitas = 3, que por
lo anteriormente expuesto solo será posible para los casos t1 = 1 y t2 = 2.

Solución:

Para que tenga alguna solución distinta a la solución nula o trivial nuestro sistema debe ser un
Sistema Compatible Indeterminado que solo es posible para t = 1 y t = 2.
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