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2011. TITULAR JUNIO. OPCION B. EJERCICIO 3.

A+1
Dada la matriz A = < —; 01>

a) [1,25 puntos] Determina los valores de A para los que la matriz A% 4+ 3A no tiene inversa.

b) [1,25 puntos] Para A = 0, halla la matriz X que verifique la ecuaciéon AX + A = 2I,siendo I la matriz
identidad de orden 2.

a) Denotamos B a la matriz resultante A% + 3A.

A+1 0 A+1
Al p = Asxy- Ao = :
1 -1 1
2x2

[ A+1)-(A+1)+0-1 (A+1)-0+0-(-1) (A1) 0
N 1()\‘|‘1>+(—1)1 10-"(_1)(_1) 2x2_ A 1 2x2

Una matriz cuadrada B no tiene inversa si

|B| =0

A+1 0 3.(A+1)  3-0 3V+3 0
3-Axn =3- = =
1 —1 2x2 3-1 3-(=1) 22 3 -3 2x2

A+1) 0 3,4+3 0
2x2 VY]

(A+1)° 43143 040 [ A245BA+4 0
A+3 1+(-3)/,, A+3 -2/,

Calculamos |B| y le impondremos la condicién de que sea cero, asi obtendremos los valores de A para los
cuales no posee inversa.

A2 450 +4 0

B| = = (A245A04+4)- (=2)—=(A+3)-0=—-2-(A2+51+4
Bl=|" LT = (R esAr ) (-2 - (1 +3) (A +50+4)

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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—2#0
A24+50+4=0
|B|=—2-(A*+5A+4) | =2 (A2 +51+4)=0— 5452 _-4.1-4 —5+3
B 21 T2
M=-1 A=-4
Bl =0
Los valores que provocan que la matriz B no tenga inversason Ay = =1y A = —4.

La matriz resultante de realizar la operacién A? 4+ 3A no tendra inversa si ‘AZ + 3A’ = 0 que solo es

posible para Ay = -1y Ay = —4.

b) Para A = 0 tenemos que la matriz A es de la forma

Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial.

A-X+A=2-1

Pasamos la matriz A al otro lado de la ecuacién realizando la operacién opuesta.

A X+A=2T-A-X=2-1-A

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuacién por A1
AX=21T-A=A1AX=A"1.2-1-A)

ComoA-Al=1—=1-X=A"1-(2-1-A)

y I-X=X—->X=A"1.02-1-A)

Si realizamos la multiplicacion y aplicamos la definicién o ——————————————

de matriz inversa obtendremos una ecuacién més senci- El producto de matrices, A y B, no cumple la pro-
1 piedad conmutativa pero el producto de una ma-
a. triz por un escalar, k, si cumple dicha propiedad.
A-k-B=k-A-B
X—A71~21—A) - X=A1.2.1T-A1. 4 \
ComoA - A=] — X=2-A1.1-1
y Al.1=A"1 - X=2-A1-1

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 5
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La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=2-A"1-1

Para obtener la matriz pedida calcularemos A~!,2- A~! y posteriormente 2 - A~! — I. Antes de nada com-

probaremos que A tiene inversa verificando que su determinante es distinto de cero.

1 0

L=l () —10=—15£0-347

Como |A| # 0 tienen inversa, calculamos su inversa mediante la siguiente expresion:

(A) ! = = (cof (A))! (1)

(1 o0 IR AC ) I A D R crl R WY A B |
A= ( L >2x2—>cof(A) = ( (—1)*1 .0 (_1)2+2'1>2x2— < 0 1 )m

A continuacién la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(cof (4))' = ( o )
2x2

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener su inversa.

A_1_1‘<—1 0) _(1 0)
-1 11/, L =1/

Calculamos 2 - A~ 1L,

1 0 2-1 2-0 2 0
243k —2, - -
1 -1 2x2 2-1 2-(=1) 2x2 2 2 222

|-

Realizamos2- A~ 1 — 1 para obtener la matriz X.

XZZ‘Alez_bﬂ:(z o) _(1 o) :<2—1 o-o) :<1 0)
2 2 2x2 01 2x2 2-0 —2-1 2x2 2 -3 2x2

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2011. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

Dadas las matrices

o 1 -1 0
A= 1 a —1 y B=1]1
-1 -1 o 1

a) [1,75 puntos] Calcula el rango de A dependiendo de los valores de «.
b) [0,75 puntos] Para a = 2, resuelve la ecuacién matricial AX = B.

a) A es una matriz cuadrada de orden 3 distinta de la N

matriz nula, por lo tanto sabemos que su rango siempre Lo R e T RS Sl ST s

., . ue son independientes, por las propiedades de
ird comprendido entre q P . 2ol

los determinantes sabemos que si el |A| = 0 existe
combinacién lineal entre ellas, al imponerle dicha
1<r (A) < min {fllasr COl”mnas} condicién descubriremos los valores de « para los

cuales existe combinacion lineal.

1<r(A)<3
Calculamos el |A].
x 1 -1
Al=] 1 a —-1]|=
-1 -1 «

=a-a-a+1-(-1)-(-1)+1-(-1)-(-1)—(-1)-a-(-1)—(-1)-(-1)-a—1-1-a=
=a3 —30+2

Imponemos la condicién |A| = 0:

Al = &®=3a+2| | B -

Al = 0 a” —3n 42 =0 resolvemos por Ruffini
10 3 2 —ad—3a+2=(a—1) - (a—1) (a+2)

1 1 1 -2 Comoa®—3a+2=0entonces (a —1)-(a—1)-(xa+2)=0
11 2|0 A+2=0—0a =2

1 1 2 a—1=0—a;=1
1 2]0] a—1=0—a; =1

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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A continuacién estudiaremos el rango de la matriz A, para los casos: a1 = =2, 0p =1ya € R\ {-2,1}.
i) Parawy = —2
5 , 1 1<r(A)<2
A 1 o 1 No puede ser 3 porque para dicho valor de «
N 1 1 5 el determinante de A es cero, lo obligamos al

a principio del apartado.

Buscaremos menores de orden 2 cuyo determinante sea distinto de cero.

‘ N () () -1 1=4-1=3£0-r(4) =2

1 -2

ii) Paraap = 1

L1 1 1<r(A)<2
A 1 1 -1 No puede ser 3 porque para dicho valor de «
N 1 1 1 el determinante de A es cero, lo obligamos al

a principio del apartado.

Todos los determinantes de los menores de orden 2 que podemos formar valen cero, por lo tanto podemos
afirmar que r (A) = 1, si te fijas con atencién descubrirds que las dos primeras filas son iguales y que si
multiplicas la primera por —1 obtienes la 3.

iii)Paraw € R\ {—2,1} el |A| # 0, puesto que los tinicos valores que lo hacian cero eranaw = —2y a = 1, asi
que siempre tenderemos un menor de orden 3 cuyo determinante serd distinto de cero y en consecuencia
elr(A)=3.

Paraa € R\ {—2,1}elr(A) =3.
Paraa = —2elr(A) =2.
Paraa =1lelr(A) =1.

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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b) Para a« = 2 la matriz A sera de la forma

2 1 -1
A= 1 2 -1
-1 -1 2

Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:
A-X=B

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros

de la ecuacién por AL

A-X=B—- A1 A-X=A".B
ComoA™"-A=I—1-X=A"-B
y [-X=X —- X=A1B
La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:
X=A"B

Para obtener la matriz pedida calcularemos Al y posteriormente A-1.B.

La matriz A posee inversa porque |A| # 0 paraa = 2, de-

|A| yalo tenemos resuelto pero en funcién del pa-

bido a que solo es posible que valga cero paraa = -2y 1,
rametro, en este caso «, asi que solo debemos sus-

calculamos su inversa mediante la siguiente expresion: o .
tituirlo por el valor que nos indica el apartado.

-1
(A) ZW(COf(A))t 1)
Al =a®—3a+2||A|=22-3-2+2=4
paraa =2
2 -1 1 -1 1 2
1)L, _1)1+2. _1)1+3.
N A P B e P I G
1 -1 2 -1 2 1
A= 1 2 -1 —cof (A) = | (=1)**". —1)**2. —1)*"3.
Loz flay=| ¥ T CRE T CP T
T 3x3 1 -1 2 -1 2 1
3+1 342 3+3
(=17 (=17 (=17
2 1 1 -1 12
3x3
3 -1 1
cof(A)=1 -1 3 1
1 3x3

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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A continuacién la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(cof (A)) = | 1

1 3x3

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

3 -1 1
o1 3 -11 1 1 1
-1 _ — | =1 3 1
11 3
13/ 5 4 4 1/ 33
Realizamos A~! - B para obtener la matriz X.
1 3 -1 1 0 1 3:-04+(-1)-1+1-1
X:A3’X13-B3x1:1 -1 31 1 =1 -1-04+3-1+1-1 =
1 13/, 1/ 1-0+1-143-1 /.,

. 1 0 0
— Z} . 4 =
4 3x1 1 3x1

La matriz pedida que cumple la ecuacion dada en el enunciado es X3,; = | 1

3x1

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2011. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION B.EJERCICIO 3.

1 1 31
Sean las matrices A = ; y B=
—a 3 -1 4 2

a) [1,25 puntos] Calcula los valores de « para los que la matriz inversa de A es {5 A.

b) [1,25 puntos] Para « = 3, determina la matriz X que verifica la ecuacién A'X = B, siendo A! la matriz
traspuesta de A.

a) Para obtener los valores de « que verifican la igualdad dada en el enunciado en primer lugar calculare-

1
mos - - Ay posteriormente A~!, que quedara en funcién del pardmetro «, mediante la expresion:

1

Al = —(cof (A)) (1)
Al
|
112.,4:112.( 2 1) | B
&3 Jon —a 1
12 4/ 2x2

A continuaciéon A~ 1.

a 1

|Al =
—a 3

=a-3—(—a)-1=4a

Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, por lo tanto sabemos que « # 0.

o a1 (= ()P (-w)) [ 3
4 < —a 3 >2x2 cert= <(_1)2+1'1 (_1)2+2'“ >2x2 - ( -1 « >2x2

A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(cof (4))' = ( 0 )

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

A1_1~<3 _1> _
4a a n 2x2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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1
Como A~! = A, entonces ambas matrices deben de ser iguales lo que significa que cada uno de sus
coeficientes deben de coincidir, por ello igualaremos coeficiente a coeficiente para obtener un sistema de

ecuaciones que al resolverlo obtendremos, si existen, los valores de a.

3 -1 a 1
4o Ao — 12 12

1 1 —a 1

4 4/ 20 12 4/ 20

Resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido.

3 o

—=— 3-12=4da-a; 36=4a% a’=9, a=+vV9 > a=43

4 12

~1_ 1 12 =4 i 3

w1 2= N, &= — = —

1

1 = 1 se trata de una igualdad que es cierta, si no fuera cierta no seria posible que ambas matrices sean

iguales.

Para que se cumplan todas las igualdades deben de coincidir las soluciones obtenidas en cada una de

las ecuaciones, en este caso el tinico valor de « que verifica todas las igualdades es & = —3.

Para &« = —3 se verifica la igualdad A~! = o A.

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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b) Sustituimos el valor de &« = —3 para obtener la matriz A que usaremos en el ejercicio.

-3 1
A= X
3 3
Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A'-X =B

Como A se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuaciéon por A~ L.
At.X =B (A" A X = (A) "B

_1B

Como (AN - Al =T —1-X = (A"
y I-X=X—X=(A")"-B
La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=(A)"B

Para obtener la matriz pedida calcularemos (Af) ' y posteriormente (A!) ' - B,
Por las propiedades de la matriz sabemos que (A") 1= (A™1)", podemos calcular (A!) ! muy répida-
mente si primero calculamos A~y posteriormente calculamos su traspuesta. Gracias al apartado anterior

1
para a = —3 se verifica que A~ = oA
-1 1
A1 = i -3 1 — 4 12
12 3 3 1 1
1 1 2x2

Calculamos su traspuesta para obtener la inversa que necesitamos.

-1 1
nN1_(a1Y = | 4 1
(4) _<A) 11

ﬁi 2x2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 3
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Realizamos (A!) " - B para obtener la matriz X.

-1 1
1 7 1 31
X=(4)"-B= 41 11 '<—142) -
- _ 2x3
12 4 7 2x2
—11 1 . —13 14 —11 12 1 1
| atte G gt iy | 21 3
1 . 1 , 1 3 14 1 . 12 5 7
'ttt w3ttt plte? ), A6 i 2/

Solucion:

La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es Xp,3 = -

= Ol =
B e~

2x3

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

2011. SUPLENTE JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera las matrices

1 0 0 00 1
A=l0 A 1 y B=[10 0
0 -1 A 010

a) [1 punto] ;Hay algtin valor de A para el que A no tiene inversa?

b) [1,5 puntos] Para A = 1, resuelve la ecuacién matricial A" 1XA =B.

a) Calculamos |A| y le impondremos la condicién de que

Una matriz cuadrada A no tiene inversa si

sea cero, asi obtendremos los valores de A para los cuales

no posee inversa. Al =0

L0 ¢ U
g -1 -1 A
A= A24+1[A241=0— A =+y/—19R

Al =0

No hemos podido obtener una solucién real de la ecuacién, por lo tanto no existe ningtn valor de A que

provoque que |A| = 0y en consecuencia la matriz A siempre tendrd inversa.

La matriz A tendrd inversa para A € R al no existir ningtin valor de A que provoque que |A| = 0.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 5


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

b) Para A = 1 tenemos que

1 0
Azz =1 0
0

3x3
Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:
A1'.X-A=B

Como A~! se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuaciéon por A.
AT X-A=B—-A-AT"X-A=A-B

ComoA-A'=1—-1-X-A=A-B
y I'X=X—-+X-A=A-B
Como A se encuentra a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos miembros de
la ecuacién por AL
X-A=A-B—X-A-A'=A-B-A"'
ComoA-A'=]—X-1=A-B-A""
y X-I=X—>X=A-B-A"!

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=A-B-A!

Para obtener la matriz pedida calcularemos A1 A-B y posteriormente A - B - AL

La matriz A posee inversa porque segun el apartado an-

|A| yalo tenemos resuelto pero en funcién del pa-

terior no existe ningtin valor de A que provoque que
rametro, en este caso A, asi que solo debemos sus-

|A| = 0, calcularemos su inversa mediante la siguiente o .
tituirlo por el valor que nos indica el apartado.
expresion:
-1 1 t
(4) " = gy (e0f (4)) 1)

Al =A241||A]= (1) 4+1=2
paraA =1

1 6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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1 1 01 0 1
)t )2, _1)143.
VY U A Dty i I G Ve
oo 0 0 10 1 0
A= 1 1| —co = | (-1)*"- ~1)*"%. ~1)*7.
Flay= |7t e |
O Vs 0 0 10 10
341 3+2 3+3
(-1)*" (=1 (=17
11 01 01
3x3
2 0
cof (A)=10 11
0 - 313
A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.
20 0
(cof (A))'=10 1 -1
01 1 33
Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa.
0 10 0
Ash = 1 =103 5
X3 o - - 2 7
1
1 s 02 1/54
Calculamos A - B.
1 00 0 01
A3 Bsxz=| 0 1 1 10 0 —
0 -11/,, 010/,,
1-0+0-1+0-0 1-0+0-0+0-1 1-1+0-0+0-0
= 0-0+1-1+1-0 0-0+1-0+1-1 0-0+1-0+1-0 =
0:0+(-1)-14+1-0 0:0+(-1)-04+1-1 0-1+(-1)-0+1-0/, ,
0 01
= 110
-1 10

3x3

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1
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Realizamos A - B- A~! para obtener la matriz X. ]

El producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa pero el producto de un escalar k por

0 0 1 1 20 0 una matriz A si posee dicha propiedad.
X=A-B-A'= 110 51 01 =1 =
2 k-A=A-k
-1 1 0 323 01 1 343
1 0 01 0
= 5 1 10 - 01 -1 =
—1 10/ 54 1/ 5

0-240-041-0 0-040-1+1-1 0-040-(=1)+1-1

1
=5 1-24+1-04+0-0 1-0+1-1+0-1 1-04+1-(-1)40-1 =
-1-2+1-0+0-0 -1-0+1-14+0-1 —1-04+1-(-1)+0-1 _—
1 1
) 01 1 o4 1
_ _ 1 -1
1 -1
-2 1 -1 3x3 -1 3 7 3x3

Solucion:

La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es

11
X3 = 5 21 -1 = 1 3 F
1 -1

-2 1 -1 3x3 -1 3 7 3x3

1

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2011. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

Sean Ay B dos matrices que verifican:

A+B:<42> y A—Bz( 24)
3 2 -1 2

a) [1 punto] Halla las matrices (A + B) (A — B) y A> — B2.
b) [1,5 puntos] Resuelve la ecuacién matricial XA — XB — (A + B)' = 21, siendo I la matriz identidad de
orden 2y (A 4 B)' la matriz traspuesta de A + B.

a) El producto de matrices no tiene la propiedad conmu-
tativa debido a ello no tiene porque cumplirse la igualdad Los sistemas de ecuaciones matriciales los pode-
(A+ B) (A — B) = A% — B? ano ser que las matrices A y

B sean conmutables, es decir que A - B = B - A, pero des-

mos resolver por igualacién, sustituciéon, reduc-

cién o doble reduccion.

conocemos ambas matrices, por lo tanto resolveremos el

sistema dado para obtenerlas, por ejemplo por reduccién.

4 2
A+B=
3 2

A_B— 2 4
-1 2

o As 4 2 . 2 4
3 2 -1 2
Ao 4+2 2+4\ (6 6
S \34(-1) 2+2) \ 2 4
Despejamos A multiplicando por 5

1 1 6 6 3 3
2 2 <2 4) . <1 2)23(2

Una vez obtenida la matriz A despejamos la matriz B de una de las ecuaciones dadas, por ejemplo:

4 2
A+B:( )
3 2 2x2

Pasamos la matriz A al otro lado de la ecuacién realizando la operacién opuesta.

4 2 4 2
A+B:< ) —>B=< > — A
3 2 2x2 32 2x2
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4 2
Para obtener la matriz B calcularemos (3 2) — Ao,
2x2

B_<4 2> (3 3) _(4—3 2—3> _(1—1)
3 2)5m 12 )h0 3-12-2/0p 20 /o0

Ahora que tenemos ambas matrices comprobamos si son conmutables, para ver si podemos resolverlo

rapidamente.
33 1 -1 3.143-2 3-(~1)4+3-0 9 —3
Ave Bra=1| |, {2 o “l11422 1 (=1 420 5 1
2x2 2x2 1+ (=) +2- 2x2 - 2x2
1 -1 33 1.34(=1)-1 1-34(-1)-2 2 1
Bra-Am=1{, 12 - 2.340-1 2.340-2 “ 16 6
2x2 2x2 o+0- o+ 0- 2x2 2x2

Alno ser iguales ambas matrices, no conmutan por tanto la igualdad no se verificard, procedemos al célcu-

lo pedido.
4 2 2 4 4.242.(=1) 4-4+42.2 2
(A+B)(A_B):<3 2) ( 12) :<32+2(1>34+22> :<4611(6)>
2x2 - 2x2 2+2-(=1) e 2x2 2x2
33 33 3.343-1 3-343-2 12 15
A§x2:A2xz-A2x2:<1 2) '<1 2) :<13 2.1 1-3 22) :<5 7)
2x2 2x2 St S 2x2 2x2
, 1 -1 1 -1 114 (=1)-2 1-(=1)+(=1)-0
Bro=Bra-Br2=1 , 2 o - 2.140-2 2.(=1)+0-0 -
2x2 2x2 140 (=1 +0- 2x2
_(—1 —1)
2 -2 2x2

A%xz_B%ﬁ:(lz 15) —<_1 _1> :<12—(—1) 15—(—1)> :<13 16)
5 7 Jom 2 =2 )50 5-2 7-(=2) /5y 3 9 )

2 13 1
Las matrices pedidas son (A + B) (A —B) = < 6 20 > y A%, — B3, = < 516 >
2x2 2x2

4 16 3 9
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b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:
X-A-X-B—(A+B)'=2-1

Pasamos la matriz (A 4 B)" al otro lado de la ecuacién realizando la operacién opuesta.
X-A-X-B—(A+B)=2-1-X-A-X-B=2-1+(A+B)

Nos encontramos dos matrices X, para poder despejarla debemos sacarle factor comun por el lado correcto,
en este caso como X se encuentra multiplicando por la izquierda de las matrices A y B se encontrard por

ese mismo lado al sacar factor comun.

X-A-X-B=2-1+(A+B) =X-(A-B)=2-1+(A+B)

Denotaremos C a la matriz obtenida de realizar la operaciéon A — B.

cC = A—B
X-C = 2-1+(A+B)

Como C se encuentra a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos miembros de

la ecuacién por C~1.

X-C=2-1+(A+B)f > X-C.C'= <2-I+(A-|—B)t) o
ComoC-Cl=]—X 1= (2-I+(A+B)t) !
y X-I=X-X=(2:1+(A+B))-C"
La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:
X=(2-1+(a+B)).-c

Para obtener la matriz pedida calcularemos C~1,2- I, (A 4 B)!,2- I 4 (A + B)'y posteriormente
(2-1+(a+B))-c.

Antes de nada comprobaremos que C tiene inversa verificando que su determinante es distinto de cero.

2 4

L) =2.2—(-1)-4=8#0—3C!

|C|=|

Como |C| # 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion:

c = i(cof(c:))f 1)
C|

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 2 1


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

B (_1)l+1 ) (_1)1+2 . (_1) B
>2x2 —cof (C) = <(_1)2+1 4 (—1)2.2 . =

—4 2 2x2

-1 2

A continuacién la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

> 2x2

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener su inversa.

1 _
1 2 2x2

Calculamos 2 - I, (A + B)t, 2- 14+ (A+ B)t

s (1), (222)

2 —4

(cof (€)' = ( O

Gl sl
N"
N —

10
01

2-1 2-0
2.0 2-1

20
0 2

) 2x2

42 , (43
w3 3), =),

20

24+4 0+3 6 3

4 3
2'12x2+(A+B)t:<0 2) +<2 2) :<
2x2 2x2

Realizamos (2 I+ (A+ B)t> - C~! para obtener la ma-
triz X.

X=(2-1+(A+B))-Ccl=
_(6 3) (2 —4
2. 4) 1 2

8 2x2 1 2

1 (62431 6-(—4)+3-2
8 \ 2.244-1 2-(—4)+4-2

x| =

) 2x2

) 2x2

) 1
2x2

6 3
2 4

|

15
8

2 2

0+2 2+2

—18

L3,

El producto de matrices no cumple la propiedad

2 4

conmutativa pero el producto de un escalar k por
una matriz A si posee dicha propiedad.

k-A=A-k

0>2x2
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1 1 15 -9
_ [ 515 5 (=18) _ (s 7

1 1

g8 g0 2x2 10 22

Solucion:

La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es

1 (15 —18 22
X=g | o 1 0
2x2 2x2
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2011. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION B.EJERCICIO 3.

Sea la matriz

3 0 A
A= -5 A =5
A O 3

a) [1 punto] Determina los valores de A para los que la matriz A — 2I tiene inversa, siendo I la matriz
identidad de orden 3.
b) [1,5 puntos] Para A = —2, resuelve la ecuacién matricial AX = 2X + I.

a) Calculamos la matriz pedida A — 2I, para ello obtene-

Una matriz cuadrada A no tiene inversa si

mos en primer lugar 2 -

|A] =0
100 2-1 2-0 20
2-Is=2- 01 0 =] 2021 20 =
001/, 2.0 2.0 21/
2 00
=1020
002/,
30 A 2 00 3-2 0-0 A-0
Az3—2-Is=| -5 A -5 -1 0 2 = -5-0 —5-0 =
A0 3/, 00 3 A=0 0-0 3-2) .
1 0 A
=| -5 A-2 -5
A 0 1/,

Calculamos |Azyz — 2 - I3x3| y le impondremos la condicién de que sea cero, asi obtendremos los valores de

A para los cuales no posee inversa.

1 A

1 1) A
|Asis — 2 3| = |8 =2 B =(A—-2)- o =(A—2)-[1-A?]
A 1) 1

Az —2- I3l = (A—=2)- [1-A%] | (A=2)-[1=A%] =0
AM=-—1

|Asxz —2-Isx3| =0 1—A2:O—>A:iﬁ{ )
2:

A=2=0—=A3=2
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Los tinicos valores que provocan que la matriz A — 2] no tenga inversason Ay = —1, A, = 1y A3 = 2, por
lo tanto para el resto de valores si tendré inversa.

La matriz A — 2I tendrd inversa cuando |A — 2I| # 0 que solo es posible para A € R\ {—1,1,2}.

b) Para A = —2 tenemos que
3 0 -2
A= -5 -2 -5
-2 0 3

3x3
Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial.
A-X=2-X+1

Pasamos la matriz 2X al otro lado de la ecuacién realizando la operacién opuesta.
AX=2-X+T1—-A-X-2-X=1

Nos encontramos dos matrices X, para poder despejarla debemos sacarle factor comtin por el lado correcto,
en este caso como X estd multiplicando a la derecha de nuestra matriz A se encontrard por ese mismo lado

al sacar factor comun.

A-X-2-X=1-(A-2-1)-X=1
Denotamos B a la matriz obtenida de realizar la operacion A —2 - I.
B = A-2-1
B-X = I
Como B se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuacién por B~1.
B-X=1—-B"'-B-X=B"-]

ComoB ' B=I1—=1-X=B1.1

y 1-X=X —~ X=B"!
y Bl.I=pB"!

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X =B}
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Para obtener la matriz pedida calcularemos B~!. Gracias
al apartado anterior la matriz B = A — 2] posee inversa
porque A # £1y A # 2, porlo tanto paraA = —2el |B| #

0, calculamos su inversa mediante la siguiente expresion:

|B| ya lo tenemos resuelto pero en funcién de un

parametro, en este caso A, asi que solo debemos
sustituirlo por el valor que nos indica el apartado.

-1 1 t
(B) —@(COf(B)) 1)
Bl=(A~2)-[1-47 | B]= (-2 ~2)- [1 - (2| = 12
para A = -2
—4 -5 —5 -5 5 —4
)L _1)i+2. _1)143.
Lo o e R A PR B e P
0 -2 1 -2 1 0
B=| -5 -4 -5 — B)=| (-1)*". —1)*"%. —1)*3.
Al It A Bl I Y B P [ B
3x3 _ —
(—1)°*. _04 _i (—1)°+2. _15 _§ (—1)*3. _15 _04
3x3
4 15 -8
cof (B) = 0 -3 0
-8 15 —4 33

A continuacion la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

—4 0 -8
(cof (B))' =] 15 -3 15
-8 0 —4

3x3

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa deseada.

(4 0 -8 = 0 F
—1 _ _ 5 -1 15
-8 0 —4 3x3 3 03 3x3

Solucion:

La matriz pedida que cumple la ecuacion dada en el enunciado es

1 2
N EA )
2 1

-8 0 —4 3x3 o U 3x3
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2011. RESERVA B. OPCION B.EJERCICIO 3.

Dada la matriz A = -1 1
2 -1

a) [1 punto] Demuestra que A? +2A = [ y que A~! = A + 21, siendo I la matriz identidad de orden 2.
b) [1,5 puntos] Calcula la matriz X que verifica la ecuacién A2 + XA +5A = 41.

a) Para demostrar las igualdades dadas necesitaremos

Los sistemas de ecuaciones matriciales los pode-

calcular previamente A% 2A, 21, A1 y posteriormente
A2+ 2A, A +2I

-1 -1 1
A3, = A Agya = : =
2 2 -1 .
_( 1-(=1)-1-2 —11+1(1)> _(3—2)
2-(-D+(-1)-2 2:1+(=1)-(-1) /,, -4 3/,
-1 1 (=1 2-1 -2 2
2 -1 2x2 2:2 2-(=1) 2x2 4 -2 2x2
1 21 2- 2
01 2x2 2:0 2-1 2x2 0 2 2x2

Antes de nada comprobaremos que A tiene inversa verificando que su determinante es distinto de ce-

mos resolver por igualacién, sustituciéon, reduc-

cién o doble reduccion.

ro.

-1 1

A =(-1)-(-1)=2-1=-1#0—3A""

IAIZ‘

Como |A| # 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion:

Al = i(cof (A) (1)
Al

(-1 1 (=D (-1 (-D)'Pe2 (-1 -2
4 ( 2 -1 >2x2 Tert = ( (_1)2“'1 (_1)2+2'(_1)>2x2 - < -1 -1 >2x2

A continuacién la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(cof (4))' = ( o )
2x2
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qui. -1 -2 — 12
-1 -1 -1 11

3 -2 -2 2 3 -2 —2+2 1 0
—4 3 2x2 o 2x2 -4+ +(=2) 2x2 2x2

Ahora calcularemos A% 4+ 2A y A + 21, verificando que se obtiene I,o y A1 respectivamente.

-2 -2 2 3 -2 —2+2 1 0
wveas( 7)) (0 2) NS )Ly )L
—4 3 2x2 4 -2 2x2 —4+4 3+(-2) 2x2 01 2x2

11 2 0 142 140 11 B
A+2'I:< 2 1) +<0 2) :< 240 -1 2) :<2 1) = Az
- 2x2 2x2 + -1+ 2x2 2x2

Ambas igualdades se verifican.

b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A4+ X-A+5-A=4]

Pasamos la matriz A% y 5A al otro lado de la ecuacién realizando la operacién opuesta.
A+ X-A+5-A=41 > X-A=41-A*-5 A

Como A se encuentra a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos miembros de

la ecuacién por A1
X - A=4-A2-5-A—>X-A-A1=(4—-A*-5-A) A1
Si desarrollamos la multiplicacion simplificaremos la ecuacién
X-AAT=(4-A"-5A) A5 X A AT=4-AT-A A AT-5A-A""
ComoA-A'=1—=X-1=4-A"—A-1-5-1

y A l=A—>X=4-A1-A-5.1
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Si sustituimos en la ecuacién la igualdad dada A™! = A + 2. I que sabemos que se verifica gracias al
apartado a) obtendremos la ecuacién matricial totalmente simplificada.

ComoA ' '=A+2- T+ X=4-(A+2-1)-A—-5-1

X=4-A4+81-A-5-1—-X=3-A+3-1
Sacando factor comtn al 3

X=3-(A+]1)

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=3-(A+1)

Para obtener la matriz pedida calcularemos A + I y posteriormente 3 - (A + I).
-1 1 10 —1+1 1+0 0 1
2 -1 2x2 01 2x2 2+0 —1+1 2x2 20 2x2
Realizamos 3 - (A + I) para obtener la matriz X.

01 3-0 3-1 0 3
X:3.(A+[):3.< ) :( > :( )
20 2x2 3:2 30 2x2 60 2x2

03
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X0 = ( - )
2x2
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