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2010. Titular Junio. Opción A. Ejercicio 3.

Sean las matrices

A =




1 0 −1
0 m 3
4 1 −m


 , B =




1 0
3 2

−1 1


 y C =


5 −3 4

−3 −2 2



(a) [0,5 puntos] Indica los valores de m para los que A es invertible.
(b) [2 puntos] Resuelve la ecuación matricial XA − Bt = C para m = 0. (Bt es la matriz traspuesta de B).

Una matriz cuadrada A no tiene inversa si |A| =
0, averiguaremos los valores de m para los cuales
|A| = 0.

(a) Calculamos |A| y le impondremos la condición de que
sea cero, así obtendremos los valores de m para los cuales
no posee inversa.

|A| =



1 0 −1
0 m 3
4 1 −m


C3=C3+C1−−−−−−→



��1 �0 �0

�0 m 3

�4 1 4 − m


= 1 ·


m 3
1 4 − m

 = 1 · [m · (4 − m)− 1 · 3] =

= 4m − m2 − 3 = −m2 + 4m − 3

|A| = −m2 + 4m − 3 −m2 + 4m − 3 = 0

|A| = 0 m =
− 4 ±


42 − 4 · (−1) · (−3)

2 · (−1)
=


m1 = 1
m2 = 3

Los únicos valores que provocan que la matriz A no tenga inversa son m1 = 1 y m2 = 3, por lo tanto para
el resto de valores sí tendrá inversa.

Solución:

La matriz A tendrá inversa si |A| ̸= 0 que solo es posible ∀m ∈ R \ {1, 3}.
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(b) Para m = 0 la matriz A =




1 0 −1
0 0 3
4 1 0


.

Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

X · A − Bt = C

Pasaremos la matriz Bt al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

X · A − Bt = C → X · A = C + Bt

Como A se encuentra a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos miembros de
la ecuación por A−1.

X · A = C + Bt → X · A · A−1 =
�
C + Bt · A−1

Como A · A−1 = I → X · I =
�
C + Bt · A−1

y X · I = X → X =
�
C + Bt · A−1

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X =
�
C + Bt · A−1

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1, Bt, C + Bt y posteriormente
�
C + Bt · A−1.

|A| ya lo tenemos resuelto pero en función del pa-
rámetro, en este caso m, así que solo debemos sus-
tituirlo por el valor que nos indica el apartado.

La matriz A posee inversa porque según el apartado an-
terior nuestra m ̸= 1, 3 y , por tanto para m = 0 el |A| ̸= 0,
calcularemos su inversa mediante la siguiente expresión:

(A)−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

|A| = −m2 + 4m − 3 |A| = − (0)2 + 4 · (0)− 3 = −3
para m = 0

A =




1 0 −1
0 0 3
4 1 0


 → co f (A) =




(−1)1+1 ·

0 3
1 0

 (−1)1+2 ·

0 3
4 0

 (−1)1+3 ·

0 0
4 1



(−1)2+1 ·

0 −1
1 0

 (−1)2+2 ·

1 −1
4 0

 (−1)2+3 ·

1 0
4 1



(−1)3+1 ·

0 −1
0 3

 (−1)3+2 ·

1 −1
0 3

 (−1)3+3 ·

1 0
0 0





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co f (A) =




−3 12 0
−1 4 −1

0 −3 0




A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




−3 −1 0
12 4 −3

0 −1 0




Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
−3

·




−3 −1 0
12 4 −3

0 −1 0


 =




1 1
3 0

−4 −4
3 1

0 1
3 0




Calculamos Bt y C + Bt

B3x2 =




1 0
3 2

−1 1




3x2

→ Bt =


1 3 −1
0 2 1



2x3

C2x3 + Bt
2x3 =


5 −3 4

−3 −2 2



2x3

+


1 3 −1
0 2 1



2x3

=


5 + 1 −3 + 3 4 + (−1)

−3 + 0 −2 + 2 2 + 1



2x3

=


6 0 3

−3 0 3



2x3

El producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa pero el producto de un escalar k por
una matriz A si posee dicha propiedad.

k · A = A · k

Realizamos
�
C + Bt · A−1 para obtener la matriz

X.

X =
�
C + Bt · A−1 =


6 0 3

−3 0 3



2x3

·
− 1
3

·



−3 −1 0
12 4 −3

0 −1 0




3x3

=

=
− 1
3

·


6 0 3
−3 0 3



2x3

·




−3 −1 0
12 4 −3

0 −1 0




3x3

=

=
− 1
3

·


6 · (−3) + 0 · 12 + 3 · 0 6 · (−1) + 0 · 4 + 3 · (−1) 6 · 0 + 0 · (−3) + 3 · 0
−3 · (−3) + 0 · 12 + 3 · 0 −3 · (−1) + 0 · 4 + 3 · (−1) −3 · 0 + 0 · (−3) + 3 · 0



2x3

=

=
− 1
3

·


−18 −9 0
9 0 0



2x3

=


6 3 0

−3 0 0



2x3

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X2x3 =


6 3 0

−3 0 0



2x3

.
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co f (A) =




−3 12 0
−1 4 −1

0 −3 0




A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




−3 −1 0
12 4 −3

0 −1 0




Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
−3

·




−3 −1 0
12 4 −3

0 −1 0


 =




1 1
3 0

−4 −4
3 1

0 1
3 0




Calculamos Bt y C + Bt

B3x2 =




1 0
3 2

−1 1




3x2

→ Bt =


1 3 −1
0 2 1



2x3

C2x3 + Bt
2x3 =


5 −3 4

−3 −2 2



2x3

+


1 3 −1
0 2 1



2x3

=


5 + 1 −3 + 3 4 + (−1)

−3 + 0 −2 + 2 2 + 1



2x3

=


6 0 3

−3 0 3



2x3

El producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa pero el producto de un escalar k por
una matriz A si posee dicha propiedad.

k · A = A · k

Realizamos
�
C + Bt · A−1 para obtener la matriz

X.

X =
�
C + Bt · A−1 =


6 0 3

−3 0 3



2x3

·
− 1
3

·



−3 −1 0
12 4 −3

0 −1 0




3x3

=

=
− 1
3

·


6 0 3
−3 0 3



2x3

·




−3 −1 0
12 4 −3

0 −1 0




3x3

=

=
− 1
3

·


6 · (−3) + 0 · 12 + 3 · 0 6 · (−1) + 0 · 4 + 3 · (−1) 6 · 0 + 0 · (−3) + 3 · 0
−3 · (−3) + 0 · 12 + 3 · 0 −3 · (−1) + 0 · 4 + 3 · (−1) −3 · 0 + 0 · (−3) + 3 · 0



2x3

=

=
− 1
3

·


−18 −9 0
9 0 0



2x3

=


6 3 0

−3 0 0



2x3

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X2x3 =


6 3 0

−3 0 0



2x3

.
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Sea la matriz

A =




5 −4 2
2 −1 1

−4 4 −1




(a) [1,25 puntos] Comprueba que se verifica 2A − A2 = I.
b) [1,25 puntos] Calcula A−1. (Sugerencia: Puedes usar la igualdad del apartado (a)).

a) Para comprobar la igualdad dada necesitaremos calcular previamente 2 · A, A2 y posteriormente 2 · A −
A2.

2 · A3x3 = 2 ·




5 −4 2
2 −1 1

−4 4 −1




3x3

=




2 · 5 2 · (−4) 2 · 2
2 · 2 2 · (−1) 2 · 1

2 · (−4) 2 · 4 2 · (−1)




3x3

=




10 −8 4
4 −2 2

−8 8 −2




3x3

A2
3x3 = A3x3 · A3x3 =




5 −4 2
2 −1 1

−4 4 −1




3x3

·




5 −4 2
2 −1 1

−4 4 −1




3x3

=

=




5 · 5 + (−4) · 2 + 2 · (−4) 5 · (−4) + (−4) · (−1) + 2 · 4 5 · 2 + (−4) · 1 + 2 · (−1)
2 · 5 + (−1) · 2 + 1 · (−4) 2 · (−4) + (−1) · (−1) + 1 · 4 2 · 2 + (−1) · 1 + 1 · (−1)

−4 · 5 + 4 · 2 + (−1) · (−4) −4 · (−4) + 4 · (−1) + (−1) · 4 −4 · 2 + 4 · 1 + (−1) · (−1)




3x3

=

=




9 −8 4
4 −3 2

−8 8 −3




3x3

2·A3x3 − A2
3x3 =




10 −8 4
4 −2 2

−8 8 −2




3x3

−




9 −8 4
4 −3 2

−8 8 −3




3x3

=

2·A3x3 − A2
3x3 =




10 − 9 −8 − (−8) 4 − 4
4 − 4 −2 − (−3) 2 − 2

−8 − (−8) 8 − 8 −2 − (−3)




3x3

=




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 = I

Solución:

La igualdad se cumple puesto que 2 · A − A2 = I
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2

b) Calcularemos A−1 tratando la igualdad dada en el apartado (a) como una ecuación matricial.

2A − A2 = I

Para ello sacaremos factor común de la matriz A por la derecha.

2A − A2 = I → (2 · I − A) · A = I

Como la matriz A se encuentra multiplicando por la derecha del paréntesis, multiplicaremos por la derecha
de ambos miembros de la ecuación por A−1

(2 · I − A) · A = I → (2 · I − A) · A · A−1 = I · A−1

Como A · A−1 = I → (2 · I − A) · I = I · A−1

y (2 · I − A) · I = (2 · I − A) → A−1 = 2 · I − A
I · A−1 = A−1

La matriz A−1 es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

A−1 = 2 · I − A

Para obtener la matriz pedida calcularemos 2 · I y posteriormente 2 · I − A.

2 · I3 = 2 ·




1 0 0
0 1 0
0 0 1




3x3

=




2 · 1 2 · 0 2 · 0
2 · 0 2 · 1 2 · 0
2 · 0 2 · 0 2 · 1




3x3

=




2 0 0
0 2 0
0 0 2




3x3

Realizamos 2 · I − A para obtener la matriz A−1.

A−1
3x3 = 2 · I3 − A3x3 =




2 0 0
0 2 0
0 0 2




3x3

−




5 −4 2
2 −1 1

−4 4 −1




3x3

=

A−1
3x3 =




2 − 5 0 − (−4) 0 − 2
0 − 2 2 − (−1) 0 − 1

0 − (−4) 0 − 4 2 − (−1)




3x3

=




−3 4 −2
−2 3 −1

4 −4 3




3x3

Solución:

La inversa de matriz A es A−1
3x3 =




−3 4 −2
−2 3 −1

4 −4 3




3x3
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Considera las matrices

A =

(
−1 2

0 1

)
y B =

(
−3 0

2 −1

)

a) [0,75 puntos] Calcula A−1.
b) [1,5 puntos] Resuelve la ecuación matricial AXAt − B = 2I, donde I es la matriz identidad de orden 2 y
At es la matriz traspuesta de A.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|.

|A| =
∣∣∣∣∣
−1 2

0 1

∣∣∣∣∣ = (−1) · 1 + 0 · 2 = −1 ̸= 0.

Como |A| ̸= 0 la matriz tiene inversa, obtenemos A−1 mediante la expresión:

A−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

A =

(
−1 2

0 1

)
→ co f (A) =

(
(−1)1+1 · 1 (−1)1+2 · 0
(−1)2+1 · 2 (−1)2+2 · −1

)
=

(
1 0

−2 −1

)

A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =

(
1 −2
0 −1

)

Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
−1

·
(

1 −2
0 −1

)
=

(
−1 2

0 1

)

Solución:

La inversa de la matriz A esA−1
2x2 =

(
−1 2

0 1

)

2x2
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b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A · X · At = B + 2 · I

Como A se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuación por A−1.

A · X · At = B + 2 · I → A−1 · A · X · At = A−1 · (B + 2 · I)

Como A−1 · A = I → I · X · At = A−1 · (B + 2 · I)

y I · X = X → X · At = A−1 · (B + 2 · I)

Como At se encuentra multiplicando a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos
miembros de la ecuación por

(
At)−1.

X · At = A−1 · (B + 2 · I) → X · At ·
(

At)−1
= A−1 · (B + 2 · I) ·

(
At)−1

Como At ·
(

At)−1
= I → X · I = A−1 · (B + 2 · I) ·

(
At)−1

y X · I = X → X = A−1 · (B + 2 · I) ·
(

At)−1

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = A−1 · (B + 2 · I) ·
(

At)−1

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1( calculada en el apartado (a)),
(

At)−1, 2 · I, B + 2 · I,
A−1 · (B + 2 · I) y posteriormente A−1 · (B + 2 · I) ·

(
At)−1.

Por las propiedades de la matriz inversa sabemos que
(

At)−1
=

(
A−1)t ,por tanto

(
At)−1 es sencillamente

hacer la traspuesta a A−1 que la tenemos calculada en el apartado anterior.

(
At)−1

=
(

A−1
)t

=

(
−1 0

2 1

)

2x2

Calculamos 2 · I, B + 2 · I y A−1 · (B + 2 · I)

2 · I2 = 2 ·
(

1 0
0 1

)

2x2

=

(
2 · 1 2 · 0
2 · 0 2 · 1

)

2x2

=

(
2 0
0 2

)

2x2

B2x2 + 2 · I2x2 =

(
−3 0

2 −1

)

2x2

+

(
2 0
0 2

)

2x2

=

(
−3 + 2 0 + 0

2 + 0 −1 + 2

)

2x2

=

(
−1 0

2 1

)

2x2

A−1 · (B + 2 · I) =

(
−1 2

0 1

)

2x2

·
(

−1 0
2 1

)

2x2

=

(
−1 · (−1) + 2 · 2 −1 · 0 + 2 · 1

0 · (−1) + 1 · 2 0 · 0 + 1 · 1

)

2x2

=

(
5 2
2 1

)

2x2
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Realizamos A−1 · (B + 2 · I) ·
(

At)−1 para obtener la matriz X.

X = A−1 · (B + 2 · I) ·
(

At)−1
=

(
5 2
2 1

)

2x2

·
(

−1 0
2 1

)

2x2

=

=

(
5 · (−1) + 2 · 2 5 · 0 + 2 · 1
2 · (−1) + 1 · 2 2 · 0 + 1 · 1

)

2x2

=

(
−1 2

0 1

)

2x2

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X2x2 =

(
−1 2

0 1

)

2x2

.
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2010. Reserva A. Opción B. Ejercicio 3.

Sean las matrices

A =




1 2 3
α 1 3
0 2 α


 y B =




−2
3
4




(a) [0,5 puntos] Determina los valores de α para los que A tiene inversa.
(b) [1,25 puntos] Calcula la inversa de A para α = 1.
(c) [0,75 puntos] Resuelve, para α = 1, el sistema de ecuaciones AX = B.

Una matriz cuadrada A no tiene inversa si |A| =
0, averiguaremos los valores de α para los cuales
|A| = 0.

(a) Calculamos |A| y le impondremos la condición de que
sea cero, así obtendremos los valores de α para los cuales
no posee inversa.

|A| =



1 2 3
α 1 3
0 2 α


C2=C2−2C1−−−−−−→
C3=C3−3C1



��1 �0 �0

�α 1 − 2α 3 − 3α

�0 2 α


= 1 ·


1 − 2α 3 − 3α

2 α

 = 1 · [(1 − 2α) · (α)− 2 · (3 − 3α)] =

= α − 2α2 − 6 + 6α = −2α2 + 7α − 6

|A| = −2α2 + 7α − 6 −2α2 + 7α − 6 = 0

|A| = 0 α =
− 7 ±


72 − 4 · (−2) · (−6)

2 · (−2)
=




α1 =
3
2

α2 = 2

Los únicos valores que provocan que la matriz A no tenga inversa son α1 =
3
2

y α2 = 2, por lo tanto para el
resto de valores tendrá inversa.

Solución:

La matriz A tendrá inversa cuando |A| ̸= 0 que solo es posible α ∈ R \
 3

2 , 2


.
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(b) Para α = 1 la matriz A =




1 2 3
1 1 3
0 2 1


.

|A| ya lo tenemos resuelto pero en función del pa-
rámetro, en este caso m, así que solo debemos sus-
tituirlo por el valor que nos indica el apartado.

La matriz A posee inversa porque según el apartado an-
terior nuestra α ̸= 3

2 y 2 y , por tanto para α = 1 el |A| ̸= 0,
calcularemos su inversa mediante la siguiente expresión:

(A)−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

|A| = −2α2 + 7α − 6 |A| = −2 · (1)2 + 7 · 1 − 6 = −1
para α = 1

A =




1 2 3
1 1 3
0 2 1


 → co f (A) =




(−1)1+1 ·

1 3
2 1

 (−1)1+2 ·

1 3
0 1

 (−1)1+3 ·

1 1
0 2



(−1)2+1 ·

2 3
2 1

 (−1)2+2 ·

1 3
0 1

 (−1)2+3 ·

1 2
0 2



(−1)3+1 ·

2 3
1 3

 (−1)3+2 ·

1 3
1 3

 (−1)3+3 ·

1 2
1 1






co f (A) =




−5 −1 2
4 1 −2
3 0 −1




A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




−5 4 3
−1 1 0

2 −2 −1




Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
−1

·




−5 4 3
−1 1 0

2 −2 −1


 =




5 −4 −3
1 −1 0

−2 2 1




Solución:

La inversa de la matriz A para α = 1 es A−1
3x3 =




5 −4 −3
1 −1 0

−2 2 1




3x3
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b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A · X = B

Como A se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuación por A−1.

A · X = B → A−1 · A · X = A−1 · B

Como A−1 · A = I → I · X = A−1 · B

y I · X = X → X = A−1 · B

Realizamos A−1(calculada en el apartado anterior) y posteriormente A−1 · B , para obtener la matriz X.

A−1 =




5 −4 −3
1 −1 0

−2 2 1




3x3

X = A−1
3x3 · B3x1 =




5 −4 −3
1 −1 0

−2 2 1




3x3

·




−2
3
4




3x1

=

=




5 · (−2) + (−4) · 3 + (−3) · 4
1 · (−2) + (−1) · 3 + 0 · 4
−2 · (−2) + 2 · 3 + 1 · 4




3x1

=




−34
−5
14




3x1

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x1 =




−34
−5
14




3x1
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