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2010. TITULAR JUNIO.OPCION A.EJERCICIO 3.

Sean las matrices
1 0 -1 10 5 3 4
A=1 0 m 3 , B= 3 2 y C= ( )
4 1 —m -1 1

(a) [0,5 puntos] Indica los valores de m para los que A es invertible.

(b) [2 puntos] Resuelve la ecuacion matricial XA — B! = C para m = 0. (B' es la matriz traspuesta de B).

(a) Calculamos | A| y le impondremos la condicién de que

Una matriz cuadrada A no tiene inversa si |A| =

sea cero, asi obtendremos los valores de m para los cuales
0, averiguaremos los valores de m para los cuales

n inversa.
0 posee ers A = 0.

1 0 -1 X ¢ 0 3
= m
Al=]0 m 3| =g 3 =1\ 0 =1 [m(4—m) -1 =
—m
4 1 —-m 4 1 4-—m

=4dm—m?—-3=—m?+4m—3

|A| = —m? +4m -3 | —m> +4m -3 =0
—44+ /82 —-4.(-1)-(-3) {mlzl

|A| =0 m= =

2-(-1) my =3

Los tnicos valores que provocan que la matriz A no tenga inversa son m; = 1y my = 3, por lo tanto para

el resto de valores si tendrd inversa.

La matriz A tendra inversa si |A| # 0 que solo es posible Vi € R\ {1,3}.

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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0 -1
0 3
1 0

(b) Para m = 0 la matriz A =

= O =

Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

X-A-B'=C

Pasaremos la matriz B! al otro lado de la ecuacion realizando la operacién opuesta.

X-A-B'=C—>X-A=C+B!

Como A se encuentra a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos miembros de
la ecuacién por A~ L.
X-A=C+B'5X-A-A'=(C+B") A"

ComoA-A'=1—-X-1=(C+B')-A"!
y X-I=X—>X=(C+B) A"

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=(C+B)-A"

Para obtener la matriz pedida calcularemos A~1, B, C 4+ B y posteriormente (C + B') - A~

La matriz A posee inversa porque segun el apartado an-

|A| ya lo tenemos resuelto pero en funcién del pa-

terior nuestram # 1,3y, por tanto param = Oel |A| # 0,

. . L. L rametro, en este caso 1, asi que solo debemos sus-
calcularemos su inversa mediante la siguiente expresion: o .
tituirlo por el valor que nos indica el apartado.

1
-1
(A) ZW(COf(A))t (1)
|A| = —m? +4m —3 |A|:_(0)2+4 (0)—3=-3
param =0
I
1 0 -1

0 -1 1 =1 1 0

A= 00 3| —=cof(a)=|(=17>". _1)2*2. _1)23.
Lo fA =[O0 S EDT DT
(_1>3+1. 0 -1 (_1)3+2' 1 -1 (_1)3+3. 1 0
0 3 0 3 00
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-3 12 0
cof (A)=1] -1 4 -1
0 -3 0

A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

-3 -1 0
(cof (A)) = 12 4 -3
0 -1 0

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

1
. -3 -1 0 1 30
Al=—- 12 4 3 =] 4 F 1
0 -1 0 0 10
Calculamos B’ y C + B!
10
, 13 -1
B3x2: 3 2 — B! =
02 1
-1 1 2x3

3x2

; 5 -3 4 1 3 -1 5+1 —-3+3 4+(-1) 6 0 3
CotPre=l 3 55) Tloz2 1), "\ 310 242 241) "\ 303
T 213 213 —+0 =2y 1/ s B 213
Realizamos (C+ B') - A™! para obtener la matriz

X. |

El producto de matrices no cumple la propiedad
6 0 3 -1 conmutativa pero el producto de un escalar k por
X = (C+Bt) AT = o una matriz A si posee dicha propiedad.
-3 0 3 3
2x3
-3 -1 0 k-A=A-k
12 4 -3 =
0 -1 0/5,
-3 -1 0
-1 6 0 3
- |l 12 4 -3 =
3 -3 03 2x3 1
0 - 0/ 53
-1 6-(=3)+0-12+43-0 6-(—1)+0-4+3-(—=1) 6-04+0-(=3)+3-0 B
3\ =3:(=3)+0-1243-0 —3-(~1)+0-4+3-(-1) —3:040-(-3)+3:0 | __
_—1<—18 —90) _<630>
3 900 /5 300 /5

6 3 0
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X3 = ( . ) .
a 2x3

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2010. SUPLENTE JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 3.

Sea la matriz

5 —4 2
A= 2 -1 1
-4 4 -1

(a) [1,25 puntos] Comprueba que se verifica 2A — A% = I.
b) [1,25 puntos] Calcula A~!. (Sugerencia: Puedes usar la igualdad del apartado (a)).

a) Para comprobar la igualdad dada necesitaremos calcular previamente 2 - A, A? y posteriormente 2 - A —
A2,

5 —4 2 2.5 2-(-4) 22 10 -8 4
2 A =2 2 -1 1 = 2:2 2-(-1) 2-1 = 4 -2 2
-4 4 -1/, 2-(—4) 2:4 2-(-1) ), , -8 8 -2/,
5 4 2 5 4 2
A%xB = Azy3 - A3zyz = 2 -1 1 . 2 _1 1 _
4 4 1 4 4 1

(—=4)-(=1)+2-4 5-24(—4)-142-(=1)
(=1)-(=1)+1-4 2:24(=1)-141-(=1) =
4. (=14 (=1)-4 —4-244-1+(=1)-(=1)

5:-54(—4)-24+2-(—4) 5-(—4)+
= 2:54(=1)-2+1-(—4) 2-(—4)+
_|_

—4-54+4-24(=1)-(—4) —4-(—4) 313

9 —8 4
= 4 -3 2
-8 8 -3/,
10 —8 4 9 —8 4
2-Agg — Al 5 = 4 -2 2 - 4 -3 2 =
-8 8 -2/, -8 8 -3/,
10—-9 —8—(—8) 4—4 100
2:- Az — Alys = 4—4 —2—(=3) 2-2 =01 0|=1
( 8 ( 001

La igualdad se cumple puesto que2- A — A? = [

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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b) Calcularemos A~! tratando la igualdad dada en el apartado (4) como una ecuacién matricial.

2A — A% =1

Para ello sacaremos factor comtin de la matriz A por la derecha.

2A-A’=1—-(2-1-A)-A=1

Como la matriz A se encuentra multiplicando por la derecha del paréntesis, multiplicaremos por la derecha
de ambos miembros de la ecuacién por A~}

2 1-A)-A=1—-2-1-A)-A-A1=1-A"
ComoA-A =T (2-1-A)-I=1-A"1

y (2 1-A)-I=Q2-1-A)—=A1=2.1-A
I-A1=A"1

La matriz A~! es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

Al=2.1—-A

Para obtener la matriz pedida calcularemos 2 - I y posteriormente 2 - I — A.

100 2-1 2-0 2-0 200
2:-I3=2-10 1 0 =120 21 2-0 =0 20
001/,, 2.0 2.0 221/, , 002/, .
Realizamos 2 - [ — A para obtener la matriz A~".
2 00 5 -4 2
Ak =2-L—-Ass=(0 2 0| - 2 -1 1 =
002/, -4 4 -1/,
2-5 0-(—4) 0-2 -3 4 2
Ajb=1 0-2 2—(-1) 0-1 =] 2 3 -1
0—(—4) 0-4 2-(-1)/,, 4 -4 3/ ..

-3 -2
La inversa de matriz A es A§x13 = -2 3 -1
4 —4 3

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2010. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

-1 2 — 0
A= y B= 3
01 2 —1
a) [0,75 puntos] Calcula A~

b) [1,5 puntos] Resuelve la ecuacion matricial AXA! — B =21, donde I es la matriz identidad de orden 2 y

Considera las matrices

A! es la matriz traspuesta de A.

a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A|.

-1 2
|—‘ (-1)-1+0-2=—1#0.

01

Como | A| # 0 la matriz tiene inversa, obtenemos A~! mediante la expresién:

A = (eof (A)) )
7

Primero hallamos su matriz de cofactores o adjunta.

(-1 2 (= =P 10
A= < 01 ) — cof (A) = <(_1)2+1 P (_1)2+2__1> = ( 5 1 >

A continuacioén la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

<mﬂmﬁz<;jj>

Y por tltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

g Lo (1 2\ _ (12
-1 {0 -1 0 1

-1 2
La inversa de la matriz A esAz_xl2 = ( )
2x2

01

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A-X-A'=B+2-1

Como A se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuacion por A~ L.
A-X-Al=B+2 1A A-X-Al=A"1. (B+2-1)

ComoA ' A=1—-1-X-Al=A"1. (B+2-1)
y I-X=X—-X-A'=A"1(B+2-I)

Como A’ se encuentra multiplicando a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos
miembros de la ecuacién por (A') -

X-Al=A1. (B42-1) 5 X-A- (A ' = A (B+2-T)- (A) !

Como Al (A) ' =15 X-1=A"1.(B+2-1)- (4) ™"
y X-I=X—=X=A"-(B+2-1)-(A)"
La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X=A"1-(B+2-1)- (A"

Para obtener la matriz pedida calcularemos Ail( calculada en el apartado (a)), (At)_l, 2.1, B+2-1,

A7l (B+2-1)y posteriormente A~!- (B+2-1) - (At)fl.

Por las propiedades de la matriz inversa sabemos que (A') o (A7) : ,por tanto (A") ! es sencillamente
hacer la traspuesta a A~! que la tenemos calculada en el apartado anterior.

w-y-(11),

Calculamos2-I,B+2-Iy A~'- (B+2-1)

1 2-1 2- 2
01 2x2 2:0 2-1 2x2 0 2 2x2
-3 0 20 —34+2 0+0 -1 0
Berz.IMZ( 2 1) +<0 2> :< 240 —1 2) :< 2 1)
o 2x2 2x2 + -1+ 2x2 2x2

A=l (B 42 I)_<—1 2) (—1 o) _<—1'(—1)+2'2 —1'0+2-1) _(5 2)
01),,\ 21),, 0-(-1)+1-2 0.0+41-1 ) ~\21)

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Realizamos A1 - (B+2-1) - (A") - para obtener la matriz X.

_ 2 —1
X—A1-<B+z-z>-<Af>1‘<5 ) ( 0> )
21 2x2 21 2x2

_(5-(—1)+2~2 5~0+2~1> _(—1 2)
2-(-1)+1:2 2:0+1-1 ) 01),,

01

-1 2
La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X5, = < ) .
2x2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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2010. RESERVA A.OPCION B.EJERCICIO 3.

Sean las matrices

1
A= |ua
0

N o~ N
2 W W
<
o]
I
w

(a) [0,5 puntos] Determina los valores de « para los que A tiene inversa.
(b) [1,25 puntos] Calcula la inversa de A para a = 1.
(c) [0,75 puntos] Resuelve, para a = 1, el sistema de ecuaciones AX = B.

(a) Calculamos | A| y le impondremos la condicién de que

Una matriz cuadrada A no tiene inversa si |A| =

sea cero, asi obtendremos los valores de « para los cuales
0, averiguaremos los valores de « para los cuales

no posee inversa.
p |A| = 0.

b2 X g d 1-20 3-3
—Cy— — LK — I
Al=la 1 3| 2229 v 120 3-3a|=1- =1-[(1-2a)- (&) —2- (3—3a)] =
C3=C3—3C; 2 o
0 2 « 1] 2 «

—a—202—6+60=—-202+70—6

|A| = —24>+7a—6 | —2a>+ 70— 6 =0

STEVT A (2 (6| =
|Al =0 n= 2 (—2) = 1

NN w

3
Los tnicos valores que provocan que la matriz A no tenga inversa son oy = Syt = 2, por lo tanto para el

resto de valores tendrd inversa.

La matriz A tendré inversa cuando |A| # 0 que solo es posible « € R\ {3, 2}.

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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(b) Para « = 1 la matriz A =

o =
N =N
— W W

La matriz A posee inversa porque segin el apartado an-

|A| yalo tenemos resuelto pero en funcién del pa-

teriornuestraa # 3 y 2y, por tanto parax = lel |[A| # 0,

. . L. ., rametro, en este caso 11, asi que solo debemos sus-
Calcularemos Su 1nversa medlante la 51gu1ente expresmn: L. o 0
tituirlo por el valor que nos indica el apartado.

(A~ = W(C(’f (A)) (1)
Al = =202+ 70— 6| |[A|]=—2-(1)*+7-1—6=—1
parazle
1 1 11
(_1)1—"—1. ) i (_1)1—"—2. . i (_1)14—3' -
12 3
2 3 1 3 1 2
A=11 1 3| =cof(A) =] (=1)*". —1)%*2. —1)%73.
C f(A) (—=1) ) 1 (1) 0 1 (=1) 0 o
2 3 1 3 1 2
_1)3+1. _1)3+2. _1)3+3.
(—=1) 13 (1) 1 3 (=1) 11
-5 -1 2
cof (A) = 4 1 =2
3 0 -1

A continuacién la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

-5 4 3
(cof (A)'=] -1 1 0
2 -2 -1

Y por dltimo sustituimos en la expresion (1) para obtener la inversa pedida.

1 -5 4 3 5 —4 -3
Al=—- -1 1 0 ]= 1 -1 0
2 =2 -1 -2 2

5 —4 -3
La inversa de la matriz A paraa = 1 es A§x13 = 1 -1 0
=2 2 1
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b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuacién matricial:

A-X=B

Como A se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuacion por A~L.

A-X=B—oA1.A.X=A1.B
ComoA ' A=T1—-1-X=A"1B
y I-X=X—->X=A1B

Realizamos A ~!(calculada en el apartado anterior) y posteriormente A~! - B, para obtener la matriz X.

5 —4 -3
A7l = 1 -1 0
-2 2 1 33
5 —4 -3 -2
X =A3Y Bsu = 1 -1 0 3 =
-2 2 1 3x3 4 3x1
5.(=2)+ (—4)-3+(-3) -4 —34
= 1-(=2)4+(-1)-3+0-4 = -5
—2-(=2)+2-3+1-4 ) 14/,

La matriz pedida que cumple la ecuacién dada en el enunciado es X3, = -5

3x1

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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