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2010. Titular Junio. Opción B. Ejercicio 2.

Considera la función f dada por f (x) = 5 − x y la función g definida como g (x) =
4
x

para x ̸= 0.
a) [1 punto] Esboza el recinto limitado por las gráficas de f y g indicando sus puntos de corte.
b) [1,5 puntos] Calcula el área de dicho recinto.

Para calcular los puntos de corte entre dos gráfi-
cas f (x) y g (x) solamente debemos de igualarlas
entre sí y resolver el sistema de ecuaciones.

a) Calculamos sus puntos de corten entre ellas igualán-
dolas entre sí.

f (x) = 5 − x

g (x) =
4
x


→ 5 − x =

4
x

Resolvemos la ecuación obtenida

5 − x =
4
x

Mínimo común multiplo−−−−−−−−−−−−−−→
para quitar denominadores

5x
x
−

x2

x
=

4
x

; −x2 + 5x − 4 = 0

x =
− 5 ±


52 − 4 · (−1) · (−4)

2 · (−1)
=

− 5 ± 3
−2

=




x1 =
− 5 + 3
−2

= 1

x2 =
− 5 − 3
−2

= 4

Ahora que ya tenemos los valores de x los sustituimos en una de las dos gráficas para obtener su imagen
(su coordenada en el eje de ordenadas).

Para x = 1 → f (1) = 5 − 1 = 4 → A (1, 4)

Para x = 4 → f (4) = 5 − 4 = 1 → B (4, 1)

Esbozamos el recinto entre ambas gráficas:

Para f (x) = 5 − x tenemos una función afín (una línea recta que no pasa por el origen de coordenadas),
cuya forma es y = mx + n, donde m nos indica la pendiente de la recta y n el punto de corte con el eje de
ordenadas, datos que podemos usar para representarla pero para facilitarnos su representación al tratarse
de una línea recta calcularemos dos puntos dándole los valores que queramos a la variable x, dichos puntos
ya los tenemos calculados al ser los puntos de corte entre ambas gráficas.

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Mientras que para g (x) =
4
x

tenemos una hipérbola, si la reescribimos como g (x) = 4 ·
1
x

nos damos cuen-

ta de que se trata de la función elemental y =
1
x

pero multiplicada por 4, lo que significa es que tendrá
la misma forma que la función elemental pero en cada uno de sus puntos la coordenada y se encontrará

multiplicada por 4, es decir si la función elemental y =
1
x

pasa por los puntos (−1, −1) y (1, 1) nuestra

función g (x) =
4
x

pasará por los puntos (−1, −4) y (1, 4), sin embargo dicha multiplicación no modifica
sus asíntotas siendo su asíntota vertical la recta x = 0 y su asíntota horizontal y = 0.

El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define inferiormente.

∫ b

a
( f (x)− g (x)) dx

b) Observando la representación anterior, la gráfica de f
se encuentra siempre por encima de g durante todo el re-
cinto, siendo los valores x = 1 y x = 4 nuestros límites de
integración. Por lo tanto podemos definir el área pedida
como

A =
∫ 4

1
[ f (x)− g (x)] dx =

∫ 4

1

(
5 − x −

4
x

)
dx

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Procedemos a calcular dicha integral para obtener el área pedida.

A =
 4

1


5 − x −

4
x


dx =

=




Aplicamos las siguientes
propiedades de las integrales:
(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una cosntante



= 5

 4
1 dx −

 4
1 x dx − 4

 4
1

1
x

dx =

=




Nos encontramos ante integrales inmediatas del tipo:


xn dx =

xn+1

n + 1
+ k


dx = x + k

 1
x

dx = ln |x|+ k




=


5x −

x2

2
− 4 · ln |x|

4

1

=

=


5 · 4 −

42

2
− 4 · ln |4|


−


5 · 1 −

12

2
− 4 · ln |1|


= 20 − 8 − 4ln |4| − 5 +

1
2
+���4 · 0 =

15
2
− 4ln |4| u2

Solución:

El área definida por la gráfica de f y g es de
15
2
− 4ln |4| u2.

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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2010. Titular Septiembre. Opción B. Ejercicio 2.

Considera la función f : R → R dada por f (x) = x2 + 4.
a) [0,75 puntos] Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisas x = 1.
b) [1,75 puntos] Esboza el recinto limitado por la gráfica de f , el eje de ordenadas y la recta de ecuación
y = 2x + 3. Calcula su área.

a) La ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en x = 1 tiene la siguiente expresión:

y − f (1) = f ′ (1) · (x − 1) (1)

Calculamos f (1), f ′ (x) y posteriormente f ′ (1).

f (1) = 12 + 4 = 5

f ′ (x) = 2x

f ′ (1) = 2 · 1 = 2

Sustituimos los valores obtenidos en la ecuación de la recta tangente (1).

y − 5 = 2 · (x − 1) expresada en forma punto-pendiente.

A continuación la reescribiremos para expresarla en forma explícita.

y − 5 = 2 · (x − 1) ; y = 2x − 2 + 5 → y = 2x + 3

Solución:

La ecuación de la recta tangente a la gráfica de f en x = 1 es y = 2x + 3.

Para calcular los puntos de corte entre dos gráfi-
cas f (x) y g (x) solamente debemos de igualarlas
entre sí y resolver el sistema de ecuaciones.

b) Por el apartado anterior nos damos cuenta que la rec-
ta facilitada y = 2x + 3 coincide con la recta tangente
anteriormente calculada por lo tanto no es necesario cal-
cular el punto de corte entre ambas porque ya lo tenemos
puesto que ambas pasan por el el punto A (1, 5) (por este
motivo el ejercicio no nos lo pide).

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Esbozamos el recinto entre ambas gráficas:

Para f (x) = x2 + 4 sabemos que se trata de una parábola al ser un polinomio de orden 2, cuyo coeficiente
que acompaña a la x2 es positivo por lo tanto es convexa (∪), para esbozarla calcularemos su vértice y sus
puntos de corte con los ejes (una manera alternativa de representarla es darse cuenta de que se trata de una
traslación vertical de 4 unidades de la función elemental y = x2).

Vértice: V

(
− b
2a

, f

(
− b
2a

))
.

− b
2a

=
0

2 · 1
= 0 → f (0) = 02 + 4 = 4 → V (0, 4)

Corte con el eje OX: le imponemos la condición de que y = 0, sencillamente igualamos a cero la
función y resolvemos la ecuación obtenida.

x2 + 4 = 0; x2 = −4 → x = ±
√
−4∄R,al no obtener solución nos indica que no corta al eje OX.

Corte con el eje OY: le imponemos la condición de que x = 0, sencillamente calculamos la imagen
para dicho valor de x.

f (0) = 02 + 4 = 4 → V (0, 4), coincide con el vértice calculado anteriormente.

Mientras que para y = 2x + 3 tenemos una función afín (una línea recta que no pasa por el origen de coor-
denadas), cuya forma es y = mx = b, donde m nos indica la pendiente de la recta y n el punto de corte
con el eje de ordenadas (0, n), es decir sabemos que pasa por el punto (0, 3), como para representar una
recta necesitamos dos puntos, solo necesitamos uno más que es el A (1, 5) por lo expuesto al principio del
apartado.

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define inferiormente.

 b

a
( f (x)− g (x)) dx

Observando la representación anterior, la gráfica de f se
encuentra siempre por encima de g durante todo el recin-
to, siendo los valores x = 0 y x = 1 nuestros límites de
integración. Por lo tanto podemos definir el área pedida
como

A =
 1

0
[ f (x)− g (x)] dx =

 1

0


x2 + 4 − (2x + 3)


dx

Procedemos a calcular dicha integral para obtener el área pedida.

A =
 1

0


x2 + 4 − (2x + 3)


dx =

 1
0

�
x2 − 2x + 1


dx

=




Aplicamos las siguientes propiedades de las integrales:


(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una cosntante



=

 1
0 x2 dx − 2

 1
0 x dx +

 1
0 dx =

=




Nos encontramos ante integrales inmediatas del tipo:


xn dx =

xn+1

n + 1
+ k


dx = x + k



=


x3

3
− 2 ·

x2

2
+ x

1

0

=

=


13

3
− 2 ·

12

2
+ 1


−


03

3
− 2 ·

02

2
+ 0


=

1
3
− 1 + 1 − 0 =

1
3

u2

Solución:

El área definida por la gráfica de f e y = 2x + 3 es de
1
3

u2.

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com


2010. SUPLENTE JUNIO A. OPCIÓN A. EJERCICIO 2.

1 0

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Este obra cuyo autor es Juan Blanco está bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.

A
R

E
A

S
 E

N
T

R
E

 G
R

A
FI

C
A

S
   

20
10

1

2010. Suplente Junio. Opción A. Ejercicio 2.

Considera las funciones f , g : R → R definidas por f (x) = 2 − x2 y g (x) = |x|.
a) [1 punto] Esboza sus gráficas en unos mismo ejes coordenados.
b) [1,5 puntos] Calcula el área del recinto limitado por las gráficas de f y g.

Para convertir una función en valor absoluto a
trozos haremos los siguientes pasos:

i) Igualaremos a cero la función sin el valor
absoluto y calcularemos sus raíces.

ii) Estudiaremos el signo del contenido del
valor absoluto.

iii) Definimos la función a trozos usando
las raíces para crear el dominio de cada
uno de los trozos y los intervalos donde
el signo nos salga negativo cambiamos el
signo a la función.

El dominio de una función con valor absoluto

siempre coincide con el dominio de esa misma

función sin valor absoluto.

Para calcular los puntos de corte entre dos gráfi-
cas f (x) y g (x) solamente debemos de igualar-
las entre sí y resolver el sistema de ecuaciones. Al
ser una de ellas una función a trozos debemos de
igualar cada uno de los trozos a la otra función,
rechazando las soluciones que no se encuentren
en su dominio.

a) Para poder representarlas nuestro primer paso es
convertir la función en valor absoluto en una función
a trozos, al tratarse de una función tan sencilla so-
lo debemos de aplicar la definición de valor absolu-
to.

g (x) = |x| =


−x si x < 0
x si x ≥ 0

A continuación calcularemos los puntos de corte entre
ellas igualándolas entre sí.

Para x < 0, tendremos el siguiente sistema:

f (x) = 2 − x2

g (x) = −x

 →
2 − x2 = −x
x2 − x − 2 = 0

Resolvemos la ecuación obtenida

x2 − x − 2 = 0 → x =
1 ±


(−1)2 − 4 · (1) · (2)

2 · 1
=

=
1 ± 3

2
=




x1 =
1 − 3

2
= −1

x2 =
1 + 3

2
= 2

De las dos soluciones obtenidas x1 = −1 y x2 = 2, solo se acepta x = −1 al ser la única que verifica la
condición x < 0. Ahora sustituimos en cualquiera de las dos gráficas para obtener su imagen (coordenada
en el eje de ordenadas).

Para x = −1 → f (−1) = 2 − (−1)2 = 1 → A (−1, 1)

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Mientras que para x ≥ 0, tendremos el siguiente sistema:

f (x) = 2 − x2

g (x) = x

 →
2 − x2 = x
x2 + x − 2 = 0

Resolvemos la ecuación obtenida

x2 + x − 2 = 0 → x =
− 1 ±


12 − 4 · 1 · (−2)

2 · 1
=

− 1 ± 3
2

=




x1 =
− 1 − 3

2
= −2

x2 =
− 1 + 3

2
= 1

De las dos soluciones obtenidas x1 = −2 y x2 = 1, solo se acepta x = 1 al ser la única que verifica la
condición x ≥ 0. Ahora sustituimos en cualquiera de las dos gráficas para obtener su imagen (coordenada
en el eje de ordenadas).

Para x = 1 → f (1) = 2 − 12 = 1 → B (1, 1)

Esbozamos el recinto entre ambas gráficas:

Para f (x) = 2 − x2 sabemos que se trata de una parábola al ser un polinomio de orden 2, cuyo coeficiente
que acompaña a la x2 es negativo por lo tanto es cóncava (∩), para esbozarla calcularemos su vértice y sus
puntos de corte con los ejes (una manera alternativa de representarla es darse cuenta de que se trata de una
simetría con respecto del eje OX y una traslación vertical de 2 unidades de la función elemental y = x2).

Vértice: V


− b
2a

, f


− b
2a


.

− b
2a

=
0

2 · (−1)
= 0 → f (0) = 2 − 02 = 2 → V (0, 2)

Corte con el eje OX: le imponemos la condición de que y = 0, sencillamente igualamos a cero la
función y resolvemos la ecuación obtenida.

2 − x2 = 0; x2 = 2 → x = ±
√

2 →




C

−
√

2, 0


D
√

2, 0
 al obtener solución nos indica que corta al eje

OX.

Corte con el eje OY: le imponemos la condición de que x = 0, sencillamente calculamos la imagen
para dicho valor de x.

f (0) = 2 − 02 = 2 → V (0, 2), coincide con el vértice calculado anteriormente.

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Mientras que para g (x) =

{
−x si x < 0
x si x ≥ 0

sabemos que se trata de una función a trozos compuesto por

dos funciones lineales que son exactamente los bisectores del primer y segundo cuadrante, para represen-
tarlas al ser funciones lineales sabemos que pasan por el origen de coordenadas O (0, 0) y por los puntos
de corte A (−1, 1) y B (1, 1) hallados anteriormente.

El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define inferiormente.

∫ b

a
( f (x)− g (x)) dx

b) Observando la representación anterior, nos percatamos
que debemos de dividir el área entre las gráficas en dos
regiones distintas, en ambas regiones la la gráfica de f se
encuentra siempre por encima de g. Siendo la expresión
del área

At = A1 + A2 (1)

A1 =
∫ 0

−1

[
2 − x2 − (−x)

]
dx y A2 =

∫ 1

0

(
2 − x2 − x

)
dx

Sin embargo nos podemos dar cuenta de que el área pedida esta compuesta por dos regiones que son si-
métricas respecto de la recta x = 0, en consecuencia su valor numérico será el mismo, es decir A1 = A2,
pudiendo definir el área de la siguiente forma

At = 2 · A2 = 2 ·
∫ 1

0

(
2 − x2 − x

)
dx

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Procedemos a calcular dicha integral para obtener el área pedida.

At = 2 ·
 1

0


2 − x2 − x


dx = 2 ·

 1
0

�
−x2 − x + 2


dx

=




Aplicamos las siguientes
propiedades de las integrales:
(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una cosntante



= 2 ·


−
 1

0 x2 dx −
 1

0 x dx + 2
 1

0 dx

=

=




Nos encontramos ante integrales inmediatas del tipo:


xn dx =

xn+1

n + 1
+ k


dx = x + k



= 2 ·


−

x3

3
−

x2

2
+ 2x

1

0

=

= 2 ·


−
13

3
−

12

2
+ 2 · 1


−


−

03

3
−

02

2
+ 2 · 0


= 2 ·


−

1
3
−

1
2
+ 2 − 0


=

7
3

u2

Solución:

El área definida por la gráfica de f y g es de
7
3

u2.
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Dada la función f : (0, +∞) → R definida por f (x) = lnx, donde ln es la función logaritmo neperiano, se
pide:
a) [0,75 puntos] Comprueba que la recta de ecuación y = −ex + 1 + e2 es la recta normal a la gráfica de f
en el punto de abscisa x = e.
b) [1,75 puntos] Calcula el área de la región limitada por la gráfica de f , el eje de abscisas y la recta normal
del apartado a).

a) Para comprobar que y = −ex + 1 + e2 es la recta normal a la gráfica de f en el punto x = e nos basta
con calcular su recta normal y verificar que son iguales. La ecuación de la recta normal a la gráfica de f en
x = e tiene la siguiente expresión:

y − f (e) = −
1

f ′ (e)
· (x − e) (1)

Calculamos f (e), f ′ (x) y posteriormente f ′ (e).

f (e) = ln (e) = 1

f ′ (x) =
1
x

f ′ (e) =
1
e

Sustituimos los valores obtenidos en la ecuación de la recta normal (1).

y − 1 = −
1
e
· (x − e) expresada en forma punto-pendiente.

A continuación la reescribiremos para expresarla en forma explícita.

y − 1 = −
1

1
e

· (x − e) ; y = −e · (x − e) + 1 → y = −ex + e2 + 1

Solución:

Al coincidir ambas rectas podemos afirmar que y = −ex + e2 + 1 es la recta normal a la gráfica de f
en el punto x = e.

1 4
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b) Para poder calcular el área pedida previamente realizaremos un esbozo de la región.

La gráfica f (x) = ln (x) es una función elemental que nos sabemos de memoria, cuyas características más
importantes son que posee una asíntota vertical en x = 0, que es siempre creciente y pasa por el punto
A (1, 0).

Mientras que para y = −ex + 1 + e2 sabemos por el apartado anterior que es la recta normal a la gráfica de
f en el punto x = e y que pasa por el punto B (e, f (e) = 1), al tratarse de una recta afín (línea recta que no
pasa por el origen de coordenadas) para su representación es necesario disponer de dos puntos, al tener el
punto anteriormente expuesto solo necesitamos un punto más que será por ejemplo el corte con el eje OX
(que usaremos más adelante al ser uno de los límites de integración).

Corte Eje OX: imponemos la condición de que y = 0.

−ex + 1 + e2 = 0 → x =
1 + e2

e
→ C

(
1 + e2

e
, 0

)
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3

El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define inferiormente.

 b

a
( f (x)− g (x)) dx

Observando la representación anterior, nos percata-
mos que debemos de dividir el área entre las gráfi-
cas propuestas en dos regiones. Siendo la expresión del
área.

At = A1 + A2 (2)

A1 =
 e

1
[ln (x)− 0] dx y A2 =

 1+e2
e

e

�
−ex + 1 + e2 − 0


dx

Procedemos a calcular cada una de las integrales para obtener el área pedida.

A1 =
 e

1 [ln (x)− 0] dx =
 e

1 ln (x) dx =

=




Integración por partes: b
a udv = [u · v]ba −

 b
a vdu

u = ln (x) derivamos−−−−−→


du =
1
x

dx

dv = dx
integramos−−−−−−→ v =


dx = x



=

=




u  
ln (x) · x

v




e

1

−
 e

1

v
x ·

1
x

dx


du

= [x · ln (x)]e1 −
 e

1 dx =

=




Nos encontramos ante la sigueinte
integral inmediata:


dx = x + k



= [x · ln (x)− x]e1 =

= (e · ln (e)− e)− (1 · ln (1)− 1) = e − e + 1 = 1 u2

A2 =
 1+e2

e
e

�
−ex + 1 + e2 − 0


dx =

 1+e2
e

e

�
−ex + 1 + e2 dx =

=




Aplicamos las siguientes
propiedades de las integrales:
(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una cosntante



= −e

 1+e2
e

e x dx +
 1+e2

e
e dx + e2

 1+e2
e

e dx =

1 6
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=




Nos encontramos ante integrales inmediatas del tipo:


xn dx =

xn+1

n + 1
+ k


dx = x + k



=


−e ·

x2

2
+ x + e2 · x

 1+e2
e

e

=

=



−e ·


1 + e2

e

2

2
+


1 + e2

e


+ e2 ·


1 + e2

e





−

−e ·

(e)2

2
+ (e) + e2 · (e)


=

= −
�e

�
1 + e22

e�2
2

+
1 + e2

e
+

e�2 ·
�
1 + e2

�e
+

e3

2
− e − e3 =

= −
�
1 + e22

2e
+

1 + e2

e
+ e ·

�
1 + e2+ e3

2
− e − e3 =

= −
1 + e4 + 2e2

2e
+

1 + e2

e ��+e���+e3 +
e3

2�
�−e���−e3 =

=
−

�
1 + e4 + 2e2+ 2 ·

�
1 + e2+ e · e3

2e
=

=
− 1���−e4

���−2e + 2���+2e2���+e4

2e
=

1
2e

u2

Sustituimos los resultado del A1 = 1 u2 y A2 =
1
2e

u2 en la expresión (2) para obtener el área pedida.

At = 1 +
1
2e

u2

Solución:

El área definida por la gráfica de f , y = −ex + 1 + e2 y el eje de abscisas es de 1 +
1
2e

u2.
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2010. Suplente Septiembre. Opción A. Ejercicio 2.

[2,5 puntos] Dada la función f definida por f (x) =
3

x2 − 5x + 4
para x ̸= 1 y x ̸= 4. Calcula el área del

recinto limitado por la gráfica de f , el eje de abscisas y las rectas x = 2, x = 3.

Estudiar el signo de una función consiste en ver
en qué intervalos su gráfica se encuentra por enci-
ma o por debajo del eje de abscisas (eje OX). Para
su estudio realizaremos los siguientes pasos:

Calcular el punto de corte con el eje de abs-
cisas (eje OX).

Determinar las asíntotas verticales.

Comprobar el signo de la función en cada
uno de los intervalos, calculando la imagen
de un punto cualquiera de dichos interva-
los.

• Si es positivo la función se encuentra
por encima del eje de abscisas.

• Si es negativo la función se encuen-
tra por debajo del eje de abscisas.

Para la resolución de este ejercicio no es necesa-
rio la realización de un boceto de la gráfica de f ,
puesto que nos facilitan directamente los límites de
integración que son la propias rectas x = 2 y
x = 3, sin embargo debemos de estudiar el com-
portamiento de la función f (x) entre dichas rectas,
para determinar si entre dichos valores se encuen-
tra siempre por encima, por debajo o cruza el eje
de abscisas (eje OX), así podremos saber a la ho-
ra de definir la integral si es la función menos el
eje de abscisas, el eje de abscisas menos la fun-
ción o si debemos de dividir el área en varias re-
giones, para ello estudiaremos el signo de la fun-
ción.

i) Corte con el eje OX: le imponemos la condición de que
y = 0, sencillamente igualamos a cero la función y resol-
vemos la ecuación obtenida.

3
x2 − 5x + 4

= 0, al tratarse de una función racional solo debemos de igualar a cero el numerador.

3 ̸= 0, al no obtener solución nos indica que no corta al eje OX.

ii) Determinamos las asíntotas verticales, al tratarse de una función racional compuesta del cociente de dos
polinomios donde los valores que anulan al denominador x = 1 y x = 4 (nos lo indica el propio enunciado)
no anulan al numerador, sabemos que dichos valores son las propias asíntotas verticales.

iii) Estudiamos el signo de la función, incorporando las asíntotas verticales y los puntos de corte con el eje
OX ( en este caso concreto no tenemos puntos de corte con el eje OX).

Intervalos (−∞, 1) (1, 4) (4, ∞)

Signo de f (x) f (x) > 0 f (x) < 0 f (x) > 0

Observando el signo de la función nos damos cuenta que durante el intervalo comprendido entre 2 y 3 el
signo de f (x) < 0 y por lo tanto en dicha región se encuentra por debajo del eje de abscisas (eje OX).
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El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define inferiormente.

 b

a
( f (x)− g (x)) dx

El área pedida es la región definida por las curvas

f (x) =
3

x2 − 5x + 4
, eje de abscisas y = 0 y las rec-

tas x = 2, x = 3 que serán nuestros límites de
integración, por lo tanto podemos definir el área co-
mo.

A =
 3

2 [0 − f (x)] dx =
 3

2


0 −

3
x2 − 5x + 4


dx =

=
 3

2

− 3
x2 − 5x + 4

dx =




Integral tipo racional con el grado del denominador mayor
al del numerador, factorizamos el denominador y reescribimos
la integral como suma de tantas fracciones como factores tenga

el denominador

x2 − 5x + 4 = 0

x =
5 ±


(−5)2 − 4 · (1) · (4)

2 · 1
=

5 ± 3
2

=




x1 =
5 − 3

2
= 1

x2 =
5 + 3

2
= 4

 3
2

− 3
x2 − 5x + 4

dx =
 3

2

− 3

(x − 1) · (x − 4)
dx =

 3
2

A
x − 1

dx +
 3

2

B
x − 4

dx




=

=
 3

2

A
x − 1

dx +
 3

2

B
x − 4

dx =




Aplicamos la siguiente
propiedad de las integrales:


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una cosntante



=

= A ·
 3

2

1
x − 1

dx + B ·
 3

2

1
x − 4

dx =




Integral tipo logaritmica, el numerador
es la derivadad del denominador

 u′

u
dx = ln |u|+ k


 =

= [A · ln |x − 1|+ B · ln |x − 4|]32 =

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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=




Calculamos las constantes A y B

− 3

(x − 1) · (x − 4)
=

A
x − 1

+
B

x − 4

Tratamos la igualada como una ecuación, haciendo m.c.m para eliminar los denominadores

−3 = A · (x − 4) + B · (x − 1)

Daremos valores a x, generalmente quellos que anulen el denominador para obtener A y B

si x = 1 → −3 = A · (1 − 4) +������B · (1 − 1) → A = 1

si x = 4 → −3 =������A · (4 − 4) + B · (4 − 1) → B = −1




=

= [ln |x − 1| − ln |x − 4|]32 = (ln |3 − 1| − ln |3 − 4|)− (ln |2 − 1| − ln |2 − 4|) =

= (ln |2| − ln |−1|)− (ln |1| − ln |−2|) = ln (2)− ln (1)− ln (1) + ln (2) =

= ln (2)− 0 − 0 + ln (2) = 2ln (2) u2

Solución:

El área definida por la gráfica de f , el eje de abscisas y las rectas x = 2, = 3 es de 2ln (2) u2.
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2010. Suplente Septiembre. Opción B. Ejercicio 2.

Considera la función f : R → R definida por f (x) = x |2 − x|.
a) [1 punto] Esboza su gráfica.
b) [1,5 puntos] Calcula el área del recinto limitado por la gráfica de f , el eje de abscisas y la recta de ecuación
x = 3.

Para convertir una función en valor absoluto a
trozos haremos los siguientes pasos:

i) Igualaremos a cero la función sin el valor
absoluto y calcularemos sus raíces.

ii) Estudiaremos el signo del contenido del
valor absoluto.

iii) Definimos la función a trozos usando
las raíces para crear el dominio de cada
uno de los trozos y los intervalos donde
el signo nos salga negativo cambiaremos el
signo a la función.

El dominio de una función con valor absoluto
siempre coincide con el dominio de esa misma
función sin valor absoluto.

a) Para poder esbozarla nuestro primer paso es conver-
tir la función en valor absoluto en una función a tro-
zos.

|2 − x| ≡
{

− (2 − x) si 2 − x ≤ 0
2 − x si 2 − x > 0

i) Calculamos las raíces de 2 − x.

2 − x = 0 → x = 2

ii) Estudiamos el signo de 2 − x.

Intervalos (−∞, 2) (2, ∞)

Signo de 2 − x 2 − x > 0 2 − x < 0

iii) Convertimos el valor absoluto en una función a tro-
zos.

|2 − x| ≡
{

2 − x si x ≤ 2
− (2 − x) si x > 2

→ |2 − x| ≡
{

2 − x si x ≤ 2
−2 + x si x > 2

Ahora que ya tenemos |2 − x| ≡
{

2 − x si x ≤ 2
−2 + x si x > 2

reescribimos la gráfica de f (x).

f (x) ≡
{

x · (2 − x) si x ≤ 2
x · (−2 + x) si x > 2

→ f (x) ≡
{

−x2 + 2x si x ≤ 2
x2 − 2x si x > 2

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Para esbozar la gráfica de f (x) ≡
{

−x2 + 2x si x ≤ 2
x2 − 2x si x > 2

sabemos que se trata de una función a tro-

zos que es continua en todo R, porque el valor absoluto de una función continua es siempre continua y
el producto entre funciones continuas siempre es una función continua, observando detenidamente nos
damos cuenta de que se trata de dos parábolas (ambas son polinomios de orden 2) que son iguales pero
multiplicadas por −1, significando que son simétricas respecto del eje de abscisas (Eje OX), es decir serán
exactamente iguales pero con valores de la coordenadas Y cambiados de signo, por lo tanto solo es necesa-
rio para su representación calcular el vértice y los puntos de corte con los ejes de una de ellas (puesto que
la otra será su simétrica), nosotros usaremos g (x) = −x2 + 2x.

Vértice: V

(
− b
2a

, f

(
− b
2a

))
.

− b
2a

=
− 2

2 · (−1)
= 1 → g (1) = − (1)2 + 2 · 1 = 1 → V (1, 1)

Corte con el eje OX: le imponemos la condición de que y = 0, sencillamente igualamos a cero la
función y resolvemos la ecuación obtenida.

−x2 + 2x = 0; x · (−x + 2) = 0 →
{

x1 = 0 → A (0, 0)
−x + 2 = 0; x2 = 2 → B (2, 0)

Corte con el eje OY: le imponemos la condición de que x = 0, sencillamente calculamos la imagen
para dicho valor de x.

g (0) = −02 + 2 · 0 = 0 → A (0, 0), coincide con el punto A (no era necesario calcularlo, porque si
obtenemos el punto (0, 0) en el corte con el eje OX siempre coincidirá con el corte con el eje OY).
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El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define inferiormente.

 b

a
( f (x)− g (x)) dx

b) Observando la representación anterior, nos percatamos
que debemos de dividir el área entre las gráficas en dos
regiones distintas, en ambas regiones la gráfica de f se en-
cuentra siempre por encima del eje de abscisas (Eje OX)
y = 0, donde las rectas x = 0, x = 2 y x = 3 serán nues-
tros límites de integración. Siendo la expresión del área

At = A1 + A2 (1)

A1 =
 2

0

�
−x2 + 2x − 0


dx y A2 =

 3

2

�
x2 − 2x − 0


dx

Procedemos a calcular cada una de las integrales para obtener el área pedida.

A1 =
 2

0

�
−x2 + 2x − 0


dx =

 2
0

�
−x2 + 2x


dx

=




Aplicamos las siguientes propiedades de las integrales:


(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una cosntante



= −

 2
0 x2 dx + 2 ·

 2
0 x dx =

=




Nos encontramos ante la integral inmediata:


xn dx =

xn+1

n + 1
+ k


 =


−

x3

3
+ 2 ·

x2

2

2

0

=


−

x3

3
+ x2

2

0

=

=


−

23

3
+ 22


−


−

03

3
+ 02


= −

8
3
+ 4 − 0 =

4
3

u2

A2 =
 3

2

�
x2 − 2x − 0


dx =

 3
2

�
x2 − 2x


dx

=




Aplicamos las siguientes propiedades de las integrales:


(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una cosntante



=

 3
2 x2 dx − 2 ·

 3
2 x dx =
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=




Nos encontramos ante la integral inmediata:


xn dx =

xn+1

n + 1
+ k


 =


x3

3
− 2 ·

x2

2

3

2

=


x3

3
− x2

3

2

=

=


33

3
− 32


−


23

3
− 22


= 9 − 9 −

8
3
+ 4 =

4
3

u2

Sustituimos los resultados A1 =
4
3

u2 y A2 =
4
3

u2 en la expresión (1) para obtener el área pedida.

At =
4
3
+

4
3
=

8
3

u2

Solución:

El área definida por la gráfica de f , el eje de abscisas y la recta x = 3 es de
8
3

u2.
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2010. Reserva B. Opción B. Ejercicio 2.

Sean f , g : R → R las funciones definidas por f (x) = x2 − 2x + 3 y g (x) =
1
2

x2 + 1.
a) [1 punto] Esboza las gráficas de f y g, y halla su punto de corte.
b) [1,5 puntos] Calcula el área del recinto limitado por las gráficas de ambas funciones y el eje de ordenadas.

Para calcular los puntos de corte entre dos gráfi-
cas f (x) y g (x) solamente debemos de igualarlas
entre sí y resolver el sistema de ecuaciones.

a) Calculamos sus puntos de corten entre ellas igualán-
dolas entre sí.

f (x) = x2 − 2x + 3

g (x) =
1
2

x2 + 1

∣∣∣∣∣∣∣
→ x2 − 2x + 3 =

1
2

x2 + 1

Resolvemos la ecuación obtenida

x2 − 2x + 3 =
1
2

x2 + 1
Mínimo común multiplo−−−−−−−−−−−−−−→

para quitar denominadores

2x2

2
−

4x
2
+

6
2
=

x2

2
+

2
2
; 2x2 − 4x + 6 = x2 + 2

2x2 − x2 − 4x + 6 − 2 = 0; x2 − 4x + 4 = 0

x =
4 ±

√
(−4)2 − 4 · 1 · 4

2 · 1
=

4 ± 0
2

= 2 (doble)

Ahora que ya tenemos el único valor de x lo sustituimos en una de las dos gráficas para obtener su imagen
(su coordenada en el eje de ordenadas).

Para x = 2 → f (2) = 22 − 2 · 2 + 3 = 3 → A (2, 3)

Esbozamos el recinto entre ambas gráficas:

Para f (x) = x2 − 2x + 3 sabemos que se trata de una parábola al ser un polinomio de orden 2, cuyo
coeficiente que acompaña a la x2 es positivo por lo tanto es convexa (∪), para esbozarla calcularemos su
vértice y sus puntos de corte con los ejes.

Vértice: V

(
− b
2a

, f

(
− b
2a

))
.

− b
2a

=
2

2 · 1
= 1 → f (1) = 12 − 2 · 1 + 3 = 2 → V (1, 2)
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Corte con el eje OX: le imponemos la condición de que y = 0, sencillamente igualamos a cero la
función y resolvemos la ecuación obtenida.

x2 − 2x + 3 = 0

x =
2 ±

√
(−2)2 − 4 · 1 · 3

2 · 1
=

4 ±
√
−8

2
= ∄R, al no obtener solución no corta al eje OX.

Corte con el eje OY: le imponemos la condición de que x = 0, sencillamente calculamos la imagen
para dicho valor de x.

f (0) = 02 − 2 · 0 + 3 = 3 → B (0, 3)

Como g (x) =
1
2

x2 + 1 también se trata de una parábola convexa, calculamos su vértice y puntos de corte
con los ejes para representarla.

Vértice: V

(
− b
2a

, f

(
− b
2a

))
.

− b
2a

=
0

2 ·
1
2

= 0 → g (0) =
1
2
· 02 + 1 = 1 → V (0, 1)

Corte con el eje OX: le imponemos la condición de que y = 0, sencillamente igualamos a cero la
función y resolvemos la ecuación obtenida.

1
2

x2 + 1 = 0; x2 = −1 · 2; x2 = −2 → x = ±
√
−2∄R, al no obtener solución no corta al eje OX.

Corte con el eje OY: le imponemos la condición de que x = 0, sencillamente calculamos la imagen
para dicho valor de x.

g (0) =
1
2
· 02 + 1 = 1 → V (0, 1), coincide con el vértice calculado anteriormente.
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El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define inferiormente.

 b

a
( f (x)− g (x)) dx

b) Observando la representación anterior, la gráfica de f
se encuentra siempre por encima de g durante todo el re-
cinto, siendo los valores x = 0 y x = 2 nuestros límites de
integración. Por lo tanto podemos definir el área pedida
como

A =
 2

0
[ f (x)− g (x)] dx =

 2

0


x2 − 2x + 3 −


1
2

x2 + 1


dx

Procedemos a calcular dicha integral para obtener el área pedida.

A =
 2

0


x2 − 2x + 3 −


1
2

x2 + 1


dx =

 2
0


x2

2
− 2x + 2


dx

=




Aplicamos las siguientes propiedades de las integrales:


(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una cosntante



=

1
2
 2

0 x2 dx − 2
 2

0 x dx + 2
 2

0 dx =

=




Nos encontramos ante integrales inmediatas del tipo:


xn dx =

xn+1

n + 1
+ k


dx = x + k



=


1
2
·

x3

3
− 2 ·

x2

2
+ 2x

2

0

=

=


x3

6
− x2 + 2x

2

0

=


23

6
− 22 + 2 · 2


−


03

6
− 02 + 2 · 0


=

4
3
− 4 + 4 − 0 =

4
3

u2

Solución:

El área definida por la gráfica de f , g y el eje de ordenadas es de
4
3

u2.
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