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[2,5 puntos] Calcula
�

ln


x2 + 1

x


dx (ln denota la función logaritmo neperiano).

Integración por partes:

�

f (x) · g (x) dx =
�

udv = u · v −
�

v · du

i) Elegimos u como una de las dos funciones y el
resto como dv, el orden de preferencia para elegir
u es:
A(arcos) L(logaritmos) P(polinomios)
E(exponenciales) S(senos, cosenos, tangen-
tes, etc)

u = f (x) y dv = g (x) dx

ii) Obtenemos du y v.

u = f (x) du = f ′ (x) · dx
dv = g (x) · dx v =

�

g (x) dx

iii) Aplicamos la expresión de integración por
partes. Este proceso se puede repetir varias veces.

Esta integral la resolveremos aplicando el método de in-
tegración por partes, a pesar de no encontrarnos a priori
el producto de dos funciones, cuando nos enfrentamos a
una integral en la que solamente aparezcan funciones del
tipo:

i) Arcos: Arcotangentes, Arcocosenos y Arcosenos.
ii) Logaritmos

Resolveremos aplicando esta técnica, para ello elegire-
mos la variable u como una de las anteriores funciones
(arcos o logaritmos) y tomando el resto de la integral, en
nuestro caso dx, como dv.

�

u  
ln


x2 + 1

x

 dv
dx =

=




Integración por partes:
�

udv = u · v −
�

vdu

u = ln


x2 + 1

x


derivamos−−−−−→




du =
1

x2 + 1
x

·
(2x) · x −

�
x2 + 1


· 1

x2 dx =

=
x

x2 + 1
·

2x2 − x2 − 1
x2 dx =

=
x
�
x2 − 1



x2 · (x2 + 1)
dx =

x2 − 1
x · (x2 + 1)

dx

dv = dx
integramos−−−−−−→ v =

�

dx = x




=

=

u  
ln


x2 + 1

x


· x

v

−
�

v
x ·

x2 − 1
x · (x2 + 1)

dx
  

du

=

4

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Este obra cuyo autor es Juan Blanco está bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.

IN
T

E
G

T
R

A
C

IO
N

 P
O

R
 P

A
R

T
E

S
   

20
19

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com


5

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Este obra cuyo autor es Juan Blanco está bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.

2

= x · ln


x2 + 1

x


−
�

x2 − 1
x2 + 1

dx =

=




El grado del numerador es mayor o igual al del denominador
efectuamos la división entre ellas para reescribir la integral

D (x) |d (x)
r (x) c (x)

→
� D(x)

d(x) dx =
�

c (x) dx +
� r(x)

d(x)dx

x2 −1
x2 + 1

−x2 −1 1
−2

−→
�

x2 − 1
x2 + 1

dx =
�

1 · dx +
�

− 2
x2 + 1

dx




=

= x · ln


x2 + 1

x


−


�

1 · dx +
�

− 2
x2 + 1

dx


= x · ln


x2 + 1

x


−
�

1 · dx −
�

− 2
x2 + 1

dx =

= x · ln


x2 + 1

x


−
�

dx − (−2)
�

1
x2 + 1

dx = x · ln


x2 + 1

x


−
�

dx + 2
�

1
x2 + 1

dx =

=




Nos encontramos ante integrales inmediatas del tipo:

�

dx = x + k y
�

1
x2 + 1

dx = arctg (x) + k


 = x · ln


x2 + 1

x


− x + 2arctg (x) + k

Solución:

La
�

ln


x2 + 1

x


dx = x · ln


x2 + 1

x


− x + 2arctg (x) + k

Aunque hemos terminado, en la siguiente página planteamos otra manera de resolverla.

20
19

. S
U

P
L

E
N

T
E

 J
U

N
IO

. O
P

C
IO

N
 A

. E
JE

R
C

IC
IO

 2

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com


3

Una forma alternativa de resolver esta integral es aplicando propiedades de los logaritmos para obtener
dos integrales más sencillas.

�

ln


x2 + 1

x


dx =




Usamos la siguiente propiedad

ln


a
b


= ln (a)− ln (b)


 =

I1  
�

ln
�
x2 + 1


dx −

I2  
�

ln (x) dx

Resolvemos las integrales I1 e I2 por separado, aplicando el método de integración por partes (explicado al
principio del ejercicio):

I1 =
�

u  
ln

�
x2 + 1

 dv
dx =




Integración por partes:
�

udv = u · v −
�

vdu

u = ln
�
x2 + 1

 derivamos−−−−−→




du =
1

x2 + 1
x

· 2x dx =
1

x2 + 1
· 2x dx

=
2x

x2 + 1
dx

dv = dx
integramos−−−−−−→ v =

�

dx = x




=

=

u  
ln

�
x2 + 1


· x

v

−
�

v
x ·

2x2

x2 + 1
dx

  
du

= x · ln
�
x2 + 1


−
�

2x2

x2 + 1
dx =

=




El grado del numerador es mayor o igual al del denominador
efectuamos la división entre ellas para reescribir la integral

D (x) |d (x)
r (x) c (x)

→
� D(x)

d(x) dx =
�

c (x) dx +
� r(x)

d(x)dx

2x2
x2 + 1

−2x2 −2 2
−2

−→
�

2x2

x2 + 1
dx =

�

2 · dx +
�

− 2
x2 + 1

dx




=

= x · ln
�
x2 + 1


−


�

2 · dx +
�

− 2
x2 + 1

dx


= x · ln

�
x2 + 1


− 2 ·

�

dx + 2
�

1
1 + x2 dx =

= x · ln
�
x2 + 1


− 2x + 2arctg (x) + k1

I2 =
�

u  
ln (x)

dv
dx =




Integración por partes:
�

udv = u · v −
�

vdu

u = ln (x) derivamos−−−−−→ du =
1
x

dx

dv = dx
integramos−−−−−−→ v =

�

dx = x



=

u  
ln (x) · x

v

−
�

v
x ·

1
x

dx


du

=

= xln (x)−
�

x
x

dx = xln (x)−
�

1 dx = xln (x)−
�

dx = xln (x)− x + k2
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Por tanto:

�

ln


x2 + 1

x


dx = I1 + I2 = x · ln

�
x2 + 1


− 2x + 2arctg (x) + k1 − [xln (x)− x + k2] =

= x · ln
�
x2 + 1


− 2x + 2arctg (x)− xln (x) + x + k =

= x · ln
�
x2 + 1


− xln (x)− x + 2arctg (x) + k

Aunque parezca que no hemos obtenido la misma solución, si la reescribimos sacando factor común y
usando propiedades de los logaritmos llegaremos al resultado anterior (estos pasos no son obligatorios,
sencillamente los realizo para que veáis que hemos llegado al mismo resultado por otro camino).

�

ln


x2 + 1

x


dx = x · ln

�
x2 + 1


− xln (x)− x+ 2arctg (x)+ k =




Sacamos factor común a la
x que multiplica a los logaritmos

a · b ± a · c = a · (b ± c)


 =

= x ·

ln

�
x2 + 1


− ln (x)


− x+ 2arctg (x)+ k =




Usamos la siguiente propiedad

ln (a)− ln (b) = ln


a
b



 =

= x · ln


x2 + 1

x


− x + 2arctg (x) + k

Solución:

La
�

ln


x2 + 1

x


dx = x · ln


x2 + 1

x


− x + 2arctg (x) + k
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