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2019.Titular Junio. Opción A. Ejercicio 2.

[2,5 puntos] Considera la función f : (0,+∞) → R definida por f (x) =
1 + ex

1 − ex . Halla la primitiva de f

cuya gráfica pasa por el punto (1, 1). (Sugerencia: cambio de variable t = ex).

Integración por cambio de variable:
�

f ′ (u) u′dx
i) Realizamos el cambio de variable y derivamos
ambos términos.

t = u → dt = u′dx

ii) Sustituimos en la integral dada y resolvemos la
nueva integral

�

f ′ (t) dt = f (t) + k

iii) Deshacemos el cambio de variable.

t = u → f (u) + k

Sea F (x) las infinitas primitivas de f , entonces F (x) =
�

f (x) dx, por tanto:

F (x) =
� 1 + ex

1 − ex dx

Esta integral la resolveremos aplicando un cambio de va-
riable, es el método más adecuado porque en el mismo
anunciado nos sugiere que apliquemos el cambio de va-
riable t = ex.

F (x) =
�

1 + ex

1 − ex dx =




Despejamos la variable x del cambio de variable sugerido

ex = t
Despejamos x−−−−−−−−−−−→

Aplicando logaritmos

ln (ex) = ln (t) ; x · ln (e) = ln (t)
como ln (e) = 1 → x = ln (t)

Derivamos cada uno de los miembros de la igualdad
x = ln (t)
↓ derivamos ↓

1dx =
1
t

dt

Sustituimos en la integral para obtener una más sencilla de resolver

�

1 + ex

1 − ex dx ex=t−−−−→
dx= 1

t dt

�

1 + t
1 − t

·
1
t

dt




=

=
�

1 + t
1 − t

·
1
t

dt =
�

1 + t
t (1 − t)

dt =




Integral tipo racional con el grado del denominador mayor
al del numerador, cuyo denominador se encuentra
factorizado, reescribimos la integral como suma de

tantas fracciones como factores tenga el denominador

�

1 + t
t (1 − t)

dt =
�

A
t

dt +
�

B
(1 − t)

dt




=

=
�

A
t

dt +
�

B
(1 − t)

dt = A ·
�

1
t

dt + B ·
�

1

(1 − t)
dt =
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=




Integral tipo logaritmica, el numerador
es la derivada del denominador

�

u′

u
dx = ln |u|+ k


 = A ·

�

1
t

dt + B ·
�

1

(1 − t)
·
− 1
−1

dt =

= A ·
�

1
t

dt + B ·
1
−1

�

− 1

(1 − t)
dt = A · ln |t| − B · ln |1 − t|+ k =

=


Deshacemos cambio de variable

t = ex


= A · ln |ex| − B · ln |1 − ex|+ k =

=




Aplicamos propiedades de los logaritmos
para simplificar la expresión

ln
�
ab = b · ln (a) y loga (a) = 1

ln (ex) = x · ln (e) = x · 1 = x




= A · x − B · ln |1 − ex|+ k =

=




Calculamos las constantes A y B
1 + t

t (1 − t)
=

A
t
+

B
(1 − t)

Tratamos la igualada como una ecuación, haciendo
m.c.m para eliminar los denominadores

1 + t = A · (1 − t) + B · (t)
Daremos valores a t, generalmente quellos que

anulen el denominador para obtener A y B
si t = 0 → 1 + 0 = A · (1 − 0) +����B · (0) → A = 1

si t = 1 → 1 + 1 =������A · (1 − 1) + B · (1) → B = 2




= 1 − 2 · ln |1 − ex|+ k

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Si la primitiva de f pasa por el punto (a, b) quiere
decir que F (a) = b, así obtendremos una ecua-
ción para determinar la constante k.

Acabamos de obtener F (x) = 1 − 2 · ln |1 − ex| + k, pe-
ro no es la solución del ejercicio, porque nuestra primiti-
va depende de la constante k, que podrá tomar cualquier
número real, así que no tenemos una primitiva si no te-
nemos infinitas, para determinar la que necesitamos de-
bemos imponerle la condición indicada en el enunciado
de que para de que pase por el punto (1, 1).

F (x) = 1 − 2 · ln |1 − ex|+ k
F (1) = 1 − 2 · ln

∣∣1 − e1
∣∣+ k

F (1) = 1

∣∣∣∣∣∣∣
→

1 − 2 · ln
∣∣1 − e1

∣∣+ k = 1
k = 1 − 1 + 2 · ln |1 − e|

k = 2 · ln (e − 1)

Solución:

La primitiva de f que pasa por el punto (1, 1) es F (x) = 1 − 2 · ln (1 − ex) + 2 · ln (e − 1)

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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[2,5 puntos] Determina la función f : (0,+∞) → R sabiendo que es derivable, que su función derivada
cumple

f ′ (x) =
ln (x)
√

x

(ln denota la función logaritmo neperiano) y que la gráfica de f pasa por el punto (1, 0).

Integración por partes:


f (x) · g (x) dx =


udv = u · v −


v · du

i) Elegimos u como una de las dos funciones y el
resto como dv, el orden de preferencia para elegir
u es:
A(arcos) L(logaritmos) P(polinomios)
E(exponenciales) S(senos, cosenos, tangen-
tes, etc)

u = f (x) y dv = g (x) dx

ii) Obtenemos du y v.

u = f (x) du = f ′ (x) · dx
dv = g (x) · dx v =


g (x) dx

iii) Aplicamos la expresión de integración por
partes. Este proceso se puede repetir varias veces.

Sea f (x) las infinitas primitivas de f ′, entonces f (x) =
f ′ (x) dx, por lo tanto:

f (x) =
 ln (x)

√
x

dx =


ln (x) ·
1
√

x
dx =

=




Integración por partes:
udv = u · v −


vdu

u = ln (x) derivamos−−−−−→ du =
1
x

dx

dv =
1
√

x
dx

integramos−−−−−−→ v =
 1
√

x
dx = 2

√
x



=

= ln (x) · 2
√

x −


2
√

x ·
1
x

dx =

=




Aplicamos porpiedades de potencias
para simplificar la integral

b
√

ac = a
c
b y

ab

ac = ab−c


 =

= ln (x) · 2
√

x −


2x
1
2 ·

1
x

dx =

= ln (x) · 2
√

x −


2 ·
x

1
2

x
dx =

= ln (x) · 2
√

x −


2 · x1− 1
2 dx =
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2

= ln (x) · 2
√

x − 2 ·
∫

x
1
2 dx = ln (x) · 2

√
x − 2 ·

∫ √
x dx =

= ln (x) · 2
√

x − 2 · 2
√

x + k = 2
√

x · ln (x)− 4
√

x + k

Si la primitiva de f pasa por el punto (a, b) quiere
decir que f (a) = b, así obtendremos una ecuación
para determinar la constante k.

Las infinitas primitivas son f (x) = 2
√

x · ln (x)− 4
√

x +

k, al depender de la constante k. Para determinar la pedi-
da le imponemos la condición del enunciado de que pase
por el punto (1, 0).

f (x) = 2
√

x · ln (x)− 4
√

x + k
f (1) = 2

√
1 · ln (1)− 4

√
1 + k

f (1) = 0

∣∣∣∣∣∣∣
→

2
√

1 · ln (1)− 4
√

1 + k = 0
2 · 0 − 4 + k = 0

k = 4

Solución:

La primitiva de f que pasa por el punto (1, 0) es f (x) = 2
√

x · ln (x)− 4
√

x + 4
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2019. Suplente Septiembre. Opción A. Ejercicio 2.

Sea f la función definida por f (x) =
x4

x2 − 1
para x ̸= 1, −1.

a) [2 puntos] Halla todas las funciones primitivas de f .
b) [0,5 puntos] Calcula la primitiva que pasa por (2, 0).

a) Sea F (x) las infinitas primitivas de f (x), entonces F (x) =
�

f (x) dx , por lo tanto:

F (x) =
�

x4

x2 − 1
dx =

=




El grado del numerador es mayor o igual al del denominador
efectuamos la división entre ellas para reescribir la integral

D (x) |d (x)
r (x) c (x)

→
� D(x)

d(x) dx =
�

c (x) dx +
� r(x)

d(x)dx

x4
x2 − 1

−x4 +x2 x2 + 1
x2

−x2 +1
1

−→
�

x4

x2 − 1
dx =

� �
x2 + 1


dx +

�

1
x2 − 1

dx




=

=
� �

x2 + 1


dx +
�

1
x2 − 1

dx =




Aplicamos la siguiente propiedad
de las integrales:

�

(u ± v) dx =
�

u dx ±
�

v dx


 =

=
�

x2 dx +
�

dx +
�

1
x2 − 1

dx =




Reescribimos la tercera integral
factorizandola

x2 − 1 = (x + 1) (x − 1)


 =

=
�

x2 dx +
�

dx +
�

1

(x + 1) (x − 1)
dx =

=




Integral tipo racional con el grado del denominador mayor
al del numerador, cuyo denominador se encuentra
factorizado, reescribimos la integral como suma de

tantas fracciones como factores tenga el denominador

�

1

(x + 1) (x − 1)
dx =

�

A
x + 1

dx +
�

B
x − 1

dx




=

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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2

=
�

x2 dx +
�

dx +
�

A
x + 1

dx +
�

B
x − 1

dx =

=




Nos encontramos ante integrales
inmediatas del tipo:

�

dx = x + k
�

xn dx =
xn+1

n + 1
+ k

�

u′

u
dx = ln |u|+ k




=
x3

3
+ x + Aln |x + 1|+ Bln |x − 1|+ k =

=




Calculamos las constantes A y B
1

(x + 1) (x − 1)
=

A
x + 1

+
B

x − 1
Tratamos la igualada como una ecuación, haciendo

m.c.m para eliminar los denominadores
1 = A · (x − 1) + B (x + 1)

Daremos valores a x, para que sea más sencillo serán a quellos valores
que anulan el denominador

si x = 1 → 1 =������A · (1 − 1) + B (1 + 1) → B =
1
2

si x = −1 → 1 = A · (−1 − 1) +������B (−1 + 1) → A = −
1
2




=

=
x3

3
+ x −

1
2

ln |x + 1|+
1
2

ln |x − 1|+ k

Solución:

Las infinitas primitivas de f son F (x) =
x3

3
+ x −

1
2

ln |x + 1|+
1
2

ln |x − 1|+ k
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Si la primitiva de f pasa por el punto (a, b) quiere
decir que F (a) = b, así obtendremos una ecua-
ción para determinar la constante k.

b) Acabamos de obtener F (x) =
x3

3
+ x −

1
2

ln |x + 1| +

1
2

ln |x − 1| + k, pero no es la que necesito, porque nues-
tra primitiva depende de la constante k, que podrá tomar
cualquier número real, así que no tenemos una primiti-
va si no tenemos infinitas, para determinar la que nece-
sitamos debemos imponerle la condición indicada en el
enunciado de que pasa por el punto (2, 0).

F (x) =
x3

3
+ x −

1
2

ln |x + 1|+
1
2

ln |x − 1|+ k

F (2) =
23

3
+ 2 −

1
2

ln |2 + 1|+
1
2

ln |2 − 1|+ k

F (2) = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

→

23

3
+ 2 −

1
2

ln |2 + 1|+
1
2

ln |2 − 1|+ k = 0

8
3
+ 2 −

1
2

ln (3) +
1
2

ln (1) + k = 0

k = −
14
3
+

1
2

ln (3)

Solución:

La primitiva de f que pasa por el punto (2, 0) es F (x) =
x3

3
+ x −

1
2

ln |x + 1|+
1
2

ln |x − 1| −
14
3
+

1
2

ln (3).
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