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2019. TITULAR JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 2.

X

[2,5 puntos] Considera la funcion f : (0, +c0) — R definida por f (x) = T Halla la primitiva de f

cuya gréfica pasa por el punto (1, 1). (Sugerencia: cambio de variable t = e*).

Sea F (x) las infinitas primitivas de f, entonces F (x) =

[ f (x) dx, por tanto: Integracion por cambio de variable: [ f/ (1) u'dx
i) Realizamos el cambio de variable y derivamos

ambos términos.
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F(x):/l xdx t=u—dt =u'dx
¢ ii) Sustituimos en la integral dada y resolvemos la
nueva integral
Esta integral la resolveremos aplicando un cambio de va-
! _
riable, es el método mas adecuado porque en el mismo / frBae=ft)+k
anunciado nos sugiere que apliquemos el cambio de va- iii) Deshacemos el cambio de variable.

riable t = ¢*.
t=u— f(u)+k

\

Despejamos la variable x del cambio de variable sugerido

o — ¢ Despejamos x In (ex) =In (t),' x-In (6) =1In (t)

Aplicando logaritmos  como [n (e) =1—=x=1In (t)

Derivamos cada uno de los miembros de la igualdad

1 + ex X == ln (t)
(x)=/[ 1_e dx = }  derivamos I =
1

Sustituimos en la integral para obtener una mas sencilla de resolver

1+e? oy 14t 1
f1 f1—t'?dt

7
—e* ax=lat

Integral tipo racional con el grado del denominador mayor

al del numerador, cuyo denominador se encuentra

1+t 1 1+t factorizado, reescribimos la integral como suma de

zfm-?dt:fmdt: _

tantas fracciones como factores tenga el denominador

1+t A B
fmdt:f?dwf(l_t)dt

B
a-n

A 1
:f7dt+f t:A-f?dtJrB-f dt =

1
(1-1)
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Integral tipo logaritmica, el numerador

_ es la derivada del denominador —A. fl dt + B- f; _—1dt
u! t (1—-t) -1
f;dx:ln|u|+k

1 1 -1

_ Deshacemos :amk;io de variable — A-In|e*|—B-In[l— et + k=
=e

[ Aplicamos propiedades de los logaritmos |
para simplificar la expresion

= —A-x—B-In|l—¢|+k=
In(a’) =b-In(a) ylog, (a) =1 g nit=el
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In(e*)=x-In(e)=x-1=x

Calculamos las constantes A y B
1+t A B
-0t -
Tratamos la igualada como una ecuacién, haciendo
m.c.m para eliminar los denominadores
— 1+t=A-(1—t)+B-(t) =1-2-In|1—¢*|+k
Daremos valores a t, generalmente quellos que
anulen el denominador para obtener A y B

sit=0—-140=A-(1-0)+BA07 > A=1

| sit=1—14+1=A-=T)+B-(1) »B=2 |
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Acabamos de obtener F (x) = 1 —2-In|l1 —e*| + k, pe-

ro no es la solucion del ejercicio, porque nuestra primiti- Si la primitiva de f pasa por el punto (a, b) quiere
] porq P P pasap p q

va depende de la constante k, que podrd tomar cualquier decir que F (a) = b, asi obtendremos una ecua-

. p S . ci6én para determinar la constante k.
numero real, asl que no tenemos una pr1m1t1va s1 no te-

nemos infinitas, para determinar la que necesitamos de-
bemos imponerle la condicién indicada en el enunciado

de que para de que pase por el punto (1, 1).

Fx)= 1-2-In|1—¢"+k 1—2~ln‘l—el}—l—k:1
F1)= 1-2-In|1—e'[+k |— k=1-1+2-In]1—e¢|
F(1) = 1 k=2-ln(e—1)
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La primitiva de f que pasa porelpunto (1, 1)esF(x) =1—-2-In(1—¢*)+2-In(e—1)
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2019. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 2.

[2,5 puntos] Determina la funcién f : (0, +o0) — R sabiendo que es derivable, que su funcién derivada
cumple
In (x)
() —
Flo) ="

(In denota la funcién logaritmo neperiano) y que la gréfica de f pasa por el punto (1,0).

Integracién por partes:
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Sea f (x) las infinitas primitivas de f’, entonces f (x) =

! .
ff (x) dx, por lo tanto: Jf(x)-g(x)dx= [udv=u-v— [v-du
In (x) 1 i) Elegimos # como una de las dos funciones y el
f (x ) = f ﬁ dx = f In (x ) ) ﬁ dx = resto como dv, el orden de preferencia para elegir
u es:
) ) A(arcos) L(logaritmos) P(polinomios)
Integraci(’)n por partes: E(exponenciales) S(senos, cosenos, tangen-
Judv=u-v— [ovdu e el
: 1
= u:ln(x)w)du:—dx = u=f(x)ydv=_g(x)dx
X
1 int 1 ii) Obtenemos du y v.
do=——dx B [ _dx =2 ) /
i v Vv |
u=f(x) du = f'(x)-dx
. dv=g(x)-dx v=[g(x)dx
=1In(x)-2y/x— [2Vx- o dx = iii) Aplicamos la expresién de integracién por

partes. Este proceso se puede repetir varias veces.

Aplicamos porpiedades de potencias
para simplificar la integral
b
a

vat =aby — = ab=¢

aC

1
:ln(x)-Z\/——fo%-;dx:

=ln(x)~2\/_—f2~%dx:

—In(x)-2y/x— [2-x'"2dx =
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—In(x)-2y/x—2- [xtdx=1In(x)-2/x—2- [/xdx =

=In(x) -2y/x—=2-2/x+k=2y/x-In(x) —4y/x+k

Las infinitas primitivas son f (x) = 2y/x - In (x) — 4y/x +

k, al depender de la constante k. Para determinar la pedi- il primilie. e ff e jpor @l punto (@ 1) guitee

. C . decir que f (a) = b, asi obtendremos una ecuacién
da le imponemos la condiciéon del enunciado de que pase Qe (.
para determinar la constante k.

por el punto (1, 0).

f(x)= 2yx-In(x) —4y/x+k 2V1-In(1) —4V1+k=0
f(1)y= 2V1-In(1) —4V1+k | = 2:0-4+k=0
f(1) = 0 k=4

La primitiva de f que pasa por el punto (1, 0) es f (x) = 2/x - In (x) — 4y/x + 4
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2019. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 2.
4
x
Sea f la funcién definida por f (x) = Gz _pparax #1, —1.
a) [2 puntos] Halla todas las funciones primitivas de f.
b) [0,5 puntos] Calcula la primitiva que pasa por (2, 0).

a) Sea F (x) las infinitas primitivas de f (x), entonces F (x) = [ f (x)dx , por lo tanto:

4
F(x):fxz_ldx:
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El grado del numerador es mayor o igual al del denominador

efectuamos la division entre ellas para reescribir la integral

— [ g((j))dx = [c(x) dx—l—f%dx

x4 |x2—1
—xt 422 241 4
_ 2
" [ = [(R 1) [ dy
—x* 41
1

1 Aplicamos la siguiente propiedad
=[(x*4+1) dx+ [ a2 = de las integrales: =
J(uxv)dx= [udx+ [vdx

1 Reescribimos la tercera integral
= [xPdx+ [dx+ [ o K factorizandola =
>—1=(x+1)(x—1)

1
:-[xzdx—i_fdx—i_f—(x—i—l)(x—l)dx:

Integral tipo racional con el grado del denominador mayor
al del numerador, cuyo denominador se encuentra
factorizado, reescribimos la integral como suma de
tantas fracciones como factores tenga el denominador
A

Terne-n* = o

dx + [

x—1
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— 42 —
=[x dx+fdx+fx+1dx+fx_1dx—
[ Nos encontramos ante integrales ]
inmediatas del tipo:
[dx=x+k 3
= (it :§+x+Aln|x+1]—|—Bln\x—l\+k:

+k

[x"dx =
/

u
f;dx:ln]u\jtk

n+1

Calculamos las constantes A 'y B
1 A B

Gr)(x—1) x+1 x-1
Tratamos la igualada como una ecuacién, haciendo

m.c.m para eliminar los denominadores
1=A-(x—1)+B(x+1)
Daremos valores a x, para que sea més sencillo serdn a quellos valores
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que anulan el denominador
1
ix=1—-1=A-(= B(1+1 B=g
six=1-1=A-(0=T]+B(1+1) > B =

1

ix=-1-1=A-(-1-1)+B(= A==
si x — ( )+ B(=}T) — 5

A3

1 1
= tx—- 1+ dn|x—1
3T 21n[x+ |+2ln\x | +k

3
x 1 1
Las infinitas primitivas de f son F (x) = —+x — Eln |x+ 1|+ Eln lx—1| +k

3
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3
X 1
b) Acabamos de obtener F (x) = 5 tx- Eln lx + 1] +
Sila primitiva de f pasa por el punto (a, b) quiere
Eln |x — 1| + k, pero no es la que necesito, porque nues- decir que F (1) = b, asi obtendremos una ecua-
tra primitiva depende de la constante k, que podra tomar cién para determinar la constante k.

cualquier ntmero real, asi que no tenemos una primiti-
va si no tenemos infinitas, para determinar la que nece-
sitamos debemos imponerle la condicién indicada en el

enunciado de que pasa por el punto (2, 0).

X 1 1 23+2—11 |2+1|+1l 2-1/4+k=0
F(x)= S+x—lnfx+1+5mx—1+k | 327 3" pml2 =14k =
2° 1 1 - §+2—}ln(3)+}ln(1)+k—0
F(2)= §+2—§ln12+1|+§ln|2—1|+k 3 2 2 -
F(2) = 0 k:—E+}ln(3)
32

Solucion:
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x3 1 1 14
La primitiva de f que pasa por el punto (2, 0) es F (x) = 7 Tx- Eln |x + 1| + Eln |lx —1| — 5T
1l 3
E n( )
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