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2019.Titular Junio. Opción B. Ejercicio 2.

Considera las funciones f : (−2,+∞) → R, definida por f (x) = ln (x + 2) (ln denota la función logaritmo

neperiano) y g : R → R, definida por g (x) =
1
2
(x − 3).

a) [1 punto] Esboza el recinto que determinan la gráfica de f , la gráfica de g, la recta x = 1 y la recta x = 3.
(No es necesario calcular los puntos de corte entre las dos gráficas).
b) [1,5 puntos] Determina el área del recinto anterior.

Podemos representar funciones rápidamente

mediante traslaciones horizontales o verticales de

funciones elementales.

Si nuestra gráfica original es y = f (x) ,entonces:

i) y = f (x + k) será igual a y = f (x) pero

desplazada k unidades a la izquierda.

ii) y = f (x − k) será igual a y = f (x) pero

desplazada k unidades a la derecha.

iii) y = f (x) + k será igual a y = f (x) pero

desplazada k unidades hacia arriba.

iv) y = f (x)− k será igual a y = f (x) pero des-
plazada k unidades hacia abajo.

a) Esbozamos el recinto entre las gráficas:

Para f (x) = ln (x + 2) usaremos la función elemen-
tal f (x) = ln (x), que sabemos que tienen una asín-
tota vertical en x = 0 y pasa por el punto (1, 0),
pero se encuentra desplazada 2 unidades a la iz-
quierda, por lo tanto nuestra función tendrá su asín-
tota vertical en x = −2 y pasará por el punto
A (−1, 0).

Mientras que para g (x) =
1
2
· (x − 3) la reescribimos para

que tenga la forma g (x) =
1
2
· x −

3
2
, así es más fácil dar-

nos cuenta de que se trata de una función afín (una línea
recta que no pasa por el origen de coordenadas), cuya
forma es y = mx + n, donde m nos indica la pendiente
de la recta y n el punto de corte con el eje de ordenadas,
datos que podemos usar para representarla pero para fa-
cilitarnos su representación al tratarse de una línea recta
calcularemos dos puntos dándole los valores que queramos a la variable x.

g (1) =
1
2
(1 − 3) = −1 → B (1, −1)

g (3) =
1
2
(3 − 3) = 0 → C (3, 0)

Las dos últimas que tenemos que representar son x = 1 y x = 3 que son rectas verticales que pasan por 1
y 3 en el eje de abscisas.
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Siendo su representación gráfica la siguiente:

El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define interiormente.

� b

a
( f (x)− g (x)) dx

b) Observando la gráfica anterior, el área pedida
es la región sombreada definida por las curvas

f (x) = ln (x + 2), g (x) =
1
2
(x − 3) y las rec-

tas x = 1 y x = 3 que serán nuestros lími-
tes de integración, por lo tanto definimos el área co-
mo

A =
� 3

1 [ f (x)− g (x)] dx =
� 3

1


ln (x + 2)−

1
2
(x − 3)


dx =

� 3
1


ln (x + 2)−

1
2
· x +

3
2


dx =

=




Aplicamos las siguientes
propiedades de las integrales:
�

(u ± v) dx =
�

u dx ±
�

v dx

�

a · f (x) dx = a ·
�

f (x) dx, siendo a una constante



=

� 3
1 ln (x + 2) dx−

� 3
1

1
2
· x dx+

� 3
1

3
2

dx =

=
� 3

1 ln (x + 2) dx −
1
2
� 3

1 x dx +
3
2
� 3

1 dx =


Resolvemos cada unda de las

integrales por separado


=

=


x · ln |x + 2| − x + 2ln |x + 2| −

x2

4
+

3
2
· x

3

1

=

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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=


3 · ln |3 + 2| − 3 + 2ln |3 + 2| −

32

4
+

3
2
· 3


−


1 · ln |1 + 2| − 1 + 2ln |1 + 2| −

12

4
+

3
2
· 1


=

= 3ln |5| − 3 + 2ln |5| −
9
4
+

9
2
− ln |3|+ 1 − 2ln |3|+

1
4
−

3
2
=

= 5ln (5)− 3ln (3)− 1 u2

Resolvemos cada una de las integrales por separado:

�

ln (x + 2) dx =




Integración por partes:
�

udv = u · v −
�

vdu

u = ln (x + 2) derivamos−−−−−→


du =
1

x + 2
· dx

dv = dx
integramos−−−−−−→ v =

�

dx = x



=

=

u  
ln (x + 2) · x

v

−
�

v
x ·

1
x + 2

dx
  

du

= x · ln (x + 2)−
�

x
x + 2

dx =

=




El grado del numerador es mayor o igual al del denominador
efectuamos la división entre ellas para reescribir la integral

D (x) |d (x)
r (x) c (x)

→
� D(x)

d(x) dx =
�

c (x) dx +
� r(x)

d(x)dx

x |x + 2
−x −2 1

−2

−→
�

x
x + 2

dx =
�

1 · dx +
�

− 2
x + 2

dx




=

= x · ln (x + 2)−

�

1 · dx +
�

− 2
x + 2

dx


= x · ln (x + 2)−

�

dx −
�

− 2
x + 2

dx =

= x · ln (x + 2)−
�

dx + 2
�

1
x + 2

dx =

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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=




Nos encontramos ante integrales inmediatas del tipo:

�

dx = x + k y
�

u′

u
dx = ln |u|+ k


 =

= x · ln (x + 2)− x + 2 · ln |x + 2|+ k

�

1
2
· x dx =

1
2
·
�

x dx =




Nos encontramos ante una
integral inmediate del tipo:

�

xn dx =
xn+1

n + 1
+ k


 =

1
2
·

x2

2
+ k =

x2

4
+ k

�

3 dx = 3 ·
�

dx =




Nos encontramos ante una
integral inmediate del tipo:

�

dx = x + k


 = 3x + k

Solución:

El área encerrada por la gráficas de f , g y delimitadas por las rectas verticales x = 1 y x = 3 es
5ln (5)− 3ln (3)− 1 u2.
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2019. Suplente Junio. Opción B. Ejercicio 2.

Sean las funciones f , g : [0, π] → R definidas por f (x) = sen (x) y g (x) = sen (2x).
a) [1 punto] Esboza sus gráficas en unos mismos ejes de coordenados y calcula sus puntos de corte.

b) [1,5 puntos] Calcula el área del recinto limitado por ambas gráficas y las rectas x = 0 y x =
π

3
.

Para calcular los puntos de corte entre dos gráfi-
cas f (x) y g (x) solamente debemos de igualarlas
entre sí y resolver el sistema de ecuaciones.

a) Calculamos sus puntos de corten entre ellas igualán-
dolas entre sí.

f (x) = sen (x)
g (x) = sen (2x)

 →
sen (x) = sen (2x)
sen (x)− sen (2x) = 0

Resolvemos la ecuación obtenida

sen (x)− sen (2x) = 0; Sustituimos−−−−−−−−−−−−→
sen(2x)=2sen(x)cos(x)

sen (x)− 2sen (x) cos (x) = 0

sen (x)− 2sen (x) cos (x) = 0 Sacamos factor común−−−−−−−−−−−→
a sen (x)

sen (x) · [1 − 2cos (x)] = 0

sen (x) · [1 − 2cos (x)] = 0 →




sen (x) = 0 → x = arcsen (0) = 2π · k, con k ∈ Z

1 − 2cos (x) = 0 → x = arcos


1
2


=




π

3
+ 2π · k, con k ∈ Z

−
π

3
+ 2π · k, con k ∈ Z

De las soluciones obtenidas solo son válidas aquellas que se encuentren dentro del dominio de la función,
en este caso concreto el enunciado nos indica que solo serán válidas aquellas comprendidas entre 0 y π,

x ∈ [0, π], en consecuencia las soluciones de la ecuación son x1 = 0, x2 = π y x3 =
π

3
.

Ahora que ya tenemos los valores de x los sustituimos en una de las dos gráficas para obtener su coorde-
nada en el eje de ordenadas.

Para x = 0 → f (0) = sen (0) = 0 → A (0, 0)

Para x = π → f (π) = sen (π) = 0 → B (π, 0)

Para x =
π

3
→ f


π

3


= sen


π

3


=

√
3

2
→ C


π

3
,

√
3

2



http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Si f (x) es una función periódica de Periodo T, en-
tonces f (kx) tendrá la misma forma pero con un

periodo distinto, T′ =
T
k

, es decirm al multiplicar-
la por un número una función periódica aumen-
tamos o disminuimos el periodo de la función re-
sultante.

Esbozamos el recinto entre ambas gráficas:

Para f (x) = sen (x) sabemos que es una función
trigonométrica fundamental, que pasa por el pun-

to (0, 0),

(
π

2
, 1

)
y (π, 0), con periodicidad T =

2π.

Mientras que para g (x) = sen (2x) emplearemos la fun-
ción elemental f (x) = sen (x), puesto que solo se diferencian en su periodo, siendo el periodo de g (x)

T′ =
2π

2
= π, el nuevo periodo es la mitad de la anterior, lo que significa que tendrá la misma forma pero

avanzará el doble de rápido, por lo tanto pasará por los puntos (0, 0) ,

(
π

4
, 1

)
,

(
π

2
, 0

)
.

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define interiormente.

 b

a
( f (x)− g (x)) dx

b) Observando la representación anterior, la gráfica
de g se encuentra siempre por encima de f en el

intervalo


0,

π

3


y las rectas verticales x = 0 y

x =
π

3
conformarán nuestros límites de integra-

ción.

A =
 π

3
0 [g (x)− f (x)] dx =

 π
3

0 [sen (2x)− sen (x)] dx =

=




Aplicamos las siguientes
propiedades de las integrales:
(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


 =

 π
3

0 sen (2x) dx −
 π

3
0 sen (x) dx =

=




Nos encontramos ante
integrales inmediatas del tipo:

sen (x) dx = −cos (x) + k


sen (ax) dx = −
cos (ax)

a
+ k



=


−

cos (2x)
2

+ cos (x)

 π
3

0

=

=


−

cos
�
2 · π

3



2
+ cos

�
π
3


−


−

cos (2 · 0)
2

+ cos (0)


=

= −
1
2
· cos

� 2π
3


+ cos

�
π
3


+

1
2
· cos (0)− cos (0) = −

1
2
·

−

1
2


+

1
2
+

1
2
· 1 − 1 =

1
4

u2

Solución:

El área encerrada por la gráficas f , g y delimitadas por las rectas verticales x = 0 y x =
π

3
es de

1
4

u2.

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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2019. Suplente Junio. Opción B. Ejercicio 2.

Considera las funciones f , g : [−π, π] → R definidas por f (x) = cos (x) y g (x) = sen (x).
a) [1 punto] Esboza sus gráficas en unos mismos ejes de coordenados y calcula sus puntos de corte.

b) [1,5 puntos] Calcula el área del recinto limitado por las gráficas de f y de g en el intervalo

[
−

3π

4
,

π

4

]
.

Para calcular los puntos de corte entre dos gráfi-
cas f (x) y g (x) solamente debemos de igualarlas
entre sí y resolver el sistema de ecuaciones.

a) Calculamos sus puntos de corten entre ellas igualán-
dolas entre sí.

f (x) = cos (x)
g (x) = sen (x)

∣∣∣∣∣ → cos (x) = sen (x)

Resolvemos la ecuación obtenida

cos (x) = sen (x) ; Dividimos ambos−−−−−−−−−−−→
miembros por cos (x)

cos (x)
cos (x)

=
sen (x)
cos (x)

1 =
sen (x)
cos (x)

Como−−−−−−−→
tan(x)= sen(x)

cos(x)

tan (x) = 1 → x = arctan (1) =
π

4
+ π · k, con k ∈ Z

De las soluciones obtenidas solo son válidas aquellas que se encuentren dentro del dominio de la función,
en este caso concreto el enunciado nos indica que solo serán válidas aquellas comprendidas entre −π y π,

x ∈ [−π, π], en consecuencia las soluciones de la ecuación son x1 = −
3π

4
y x2 =

π

4
.

Ahora que ya tenemos los valores de x los sustituimos en una de las dos gráficas para obtener su coorde-
nada en el eje de ordenadas.

Para x = −
3π

4
→ f

(
−

3π

4

)
= cos

(
−

3π

4

)
= −

√
2

2
→ A

(
−

3π

4
, −

√
2

2

)

Para x =
π

4
→ f

(
π

4

)
= cos

(
π

4

)
=

√
2

2
→ B

(
π

4
,

√
2

2

)

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Esbozamos el recinto entre ambas gráficas:

Para f (x) = sen (x) sabemos que es una función trigonométrica fundamental, que pasa por el punto (0, 0),
π

2
, 1


y (π, 0), con periodicidad T = 2π.

Mientras que para g (x) = cos (x) también es una función elemental f (x) = sen (x), que pasa por el punto

(0, 1),


π

2
, 0


y (π, −1), con periodicidad T = 2π.

El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define interiormente.

 b

a
( f (x)− g (x)) dx

b) Observando la representación anterior, la gráfica de f
se encuentra siempre por encima de g en el intervalo in-

dicado, siendo los valores x = −
3π

4
y x =

π

4
nuestros

límites de integración.

A =
 π

4
− 3π

4
[ f (x)− g (x)] dx =

 π
4
− 3π

4
[cos (x)− sen (x)] dx =

=




Aplicamos las siguientes
propiedades de las integrales:
(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


 =

 π
4
− 3π

4
cos (x) dx −

 π
4
− 3π

4
sen (x) dx =

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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=




Nos encontramos ante
integrales inmediatas del tipo:

sen (x) dx = −cos (x) + k
cos (x) dx = sen (x) + k



= [sen (x)− (−cos (x))]

π
4
− 3π

4
=

= [sen (x) + cos (x)]
π
4
− 3π

4
=


sen


π

4


+ cos


π

4


−


sen


−

3π

4


+ cos


−

3π

4


=

=

√
2

2
+

√
2

2
−


−
√

2
2

−
√

2
2


=

√
2

2
+

√
2

2
+

√
2

2
+

√
2

2
=

4
√

2
2

= 2
√

2 u2

Solución:

El área encerrada por la gráficas f , g en el intervalo


−

3π

4
,

π

4


es de 2

√
2 u2.
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2019. Reserva A. Opción A. Ejercicio 2.

Sea f : R → R la función dada por

f (x) =


−x2 + 6x − 8 si x ≤ 4

x2 − 6x + 8 si x > 4

a) [1,5 puntos] Calcula los puntos de corte entre la gráfica de f y la recta y = 2x − 4. Esboza el recinto que
delimitan la gráfica de f y la recta.
b) [1 punto] Calcula el área del recinto anterior.

Para calcular los puntos de corte entre dos gráfi-
cas f (x) y g (x) solamente debemos de igualar-
las entre sí y resolver el sistema de ecuaciones. Al
ser una de ellas una función a trozos debemos de
igualar cada uno de los trozos a la otra función,
rechazando las soluciones que no se encuentren
en su dominio.

a) Calculamos sus puntos de corten entre ellas igualán-
dolas entre sí.

Para x ≤ 4, tendremos el siguiente sistema:

f (x) = −x2 + 6x − 8
g (x) = 2x − 4

 →
−x2 + 6x − 8 = 2x − 4
−x2 + 4x − 4 = 0

Resolvemos la ecuación obtenida

−x2 + 4x − 4 = 0 → x =
− 4 ±


42 − 4 · (−1) · (−4)

2 · (−1)
=

− 4 ±
√

0
−2

= 2

Se acepta puesto que 2 ≤ 4, ahora sustituimos en cualquiera de las dos gráficas para obtener su coor-
denada en el eje de ordenadas.
Para x = 2 → g (2) = 2 · 2 − 4 = 0 → A (2, 0)

Mientras que para x > 4, tendremos el siguiente sistema:

f (x) = x2 − 6x + 8
g (x) = 2x − 4

 →
x2 − 6x + 8 = 2x − 4
x2 − 8x + 12 = 0

Resolvemos la ecuación obtenida

x2 − 8x + 12 = 0 → x =
8 ±


(−8)2 − 4 · 1 · 12

2 · 1
=

8 ± 4
2

=




x1 =
8 − 4

2
= 2

x2 =
8 + 4

2
= 6

De las dos soluciones obtenidas x1 = 2 y x2 = 6, solo se acepta x = 6 al ser la única que verifica la
condición x > 4. Ahora sustituimos en cualquiera de las dos gráficas para obtener su coordenada en el eje
de ordenadas.
Para x = 6 → g (6) = 2 · 6 − 4 = 8 → B (6, 8)
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Esbozamos el recinto entre ambas gráficas:

Para f (x) =


−x2 + 6x − 8 si x ≤ 4

x2 − 6x + 8 si x > 4
, sabemos que se trata de una función a trozos compuesta por

dos parábolas al ser polinomios de orden 2, si las observamos detenidamente nos damos cuenta de que
ambas parábolas son iguales pero multiplicadas por −1, significando que son simétricas respecto del eje
de abscisas (Eje OX), es decir serán exactamente iguales pero con los valores de la coordenada Y cambiados
de signo, por lo tanto solo es necesario para representarla calcular el vértice y los puntos de corte con el eje
OX, nosotros usaremos f (x) = −x2 + 6x − 8.

Vértice: V


− b
2a

, f


− b
2a


.

− b
2a

=
− 6

2 · (−1)
= 3 → f (3) = − (3)2 + 6 · 3 − 8 = 1 → V (3, 1)

Corte eje OX: le imponemos la condición de que y = 0, sencillamente igualamos a cero la función y
resolvemos la ecuación obtenida.

−x2 + 6x− 8 = 0 → x =
− 6 ±


(−6)2 − 4 · (−1) · (−8)

2 · (−1)
=

− 6 ± 2
−2

=




x1 =
− 6 − 2
−2

= 4 → C (4, 0)

x2 =
− 6 + 2
−2

= 2 → A (2, 0)

Mientras que para g (x) = 2x − 4 tenemos una función afín (una línea recta que no pasa por el origen de
coordenadas), cuya forma es y = mx + n, donde m nos indica la pendiente de la recta y n el punto de corte
con el eje de ordenadas, datos que podemos usar para representarla pero para facilitarnos su representa-
ción al tratarse de una línea recta calcularemos dos puntos dándole los valores que queramos a la variable
x, dichos puntos ya los tenemos calculados al ser los puntos de corte entre ambas gráficas.

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com


1 6

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Este obra cuyo autor es Juan Blanco está bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.

20
19

. R
E

S
E

R
V

A
 B

. O
P

C
IO

N
 A

. E
JE

R
C

IC
IO

 2

3

El área entre dos funciones es la integral compren-
dida entre los límites de integración de la función
que define la región superiormente menos la que
la define interiormente.

 b

a
( f (x)− g (x)) dx

b) Observando la representación anterior, nos percatamos
que debemos de dividir el área entre las gráficas en dos
regiones distintas, en ambas regiones la la gráfica de g se
encuentra siempre por encima de f . Siendo la expresión
del área

At = A1 + A2 (1)

A1 =
 4

2 [g (x)− f (x)] dx =
 4

2


2x − 4 −

�
−x2 + 6x − 8


dx =

 4
2

�
2x − 4 + x2 − 6x + 8


dx =

=
 4

2

�
x2 − 4x + 4


dx =




Aplicamos las siguientes
propiedades de las integrales:
(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una cosntante



=

=
 4

2 x2 dx − 4 ·
 4

2 x dx +
 4

2 dx =




Nos encontramos ante
integrales inmediatas del tipo:


xn dx =

xn+1

n + 1
+ k


dx = x + k



=

=


x3

3
− 4 ·

x2

2
+ x

4

2

=


x3

3
− 2x2 + x

4

2

=


(4)3

3
− 2 (4)2 + 4


−


(2)3

3
− 2 (2)2 + 4


=

=
64
3
− 32 + 4 −

8
3
+ 8 − 4 =

8
3

u2

A2 =
 6

4 [g (x)− f (x)] dx =
 6

4


2x − 4 −

�
x2 − 6x + 8


dx =

 6
4

�
2x − 4 − x2 + 6x − 8


dx =

=
 6

4

�
−x2 + 8x − 12


dx =




Aplicamos las siguientes
propiedades de las integrales:
(u ± v) dx =


u dx ±


v dx


a · f (x) dx = a ·


f (x) dx, siendo a una constante



=

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com


1 7

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Este obra cuyo autor es Juan Blanco está bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.

20
19

. R
E

S
E

R
V

A
 B

. O
P

C
IO

N
 A

. E
JE

R
C

IC
IO

 2

4

= −
 6

4 x2 dx + 8 ·
 6

4 x dx − 12
 6

4 dx =




Nos encontramos ante
integrales inmediatas del tipo:


xn dx =

xn+1

n + 1
+ k


dx = x + k



=

=


−

x3

3
+ 8 ·

x2

2
− 12x

6

4

=


−

x3

3
+ 4x2 − 12x

4

2

=

=


−

(4)3

3
+ 4 · (4)2 − 12 · (4)


−


−

(2)3

3
+ 4 · (2)2 − 12 · (2)


=

= −
64
3
+ 64 − 48 +

8
3
− 16 + 24 =

16
3

u2

Sustituimos los resultados del A1 =
8
3

y A2 =
16
3

en la expresión (1) para obtener el área pedida.

At =
8
3
+

16
3
=

24
3
= 8 u2

Solución:

El área definida por la gráfica de f y g es de 8 u2.
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