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2012. Titular Junio. Opción A. Ejercicio 3.

Sea la matriz A =




0 0 1
2 1 2
1 k 1




(a) [1 punto] ¿Para qué valores del parámetro k no existe la inversa de la matriz A? Justifique la respuesta.
(b) [1,5 puntos] Para k = 0, resuelve la ecuación matricial (X + I) · A = At, donde I denota la matriz
identidad y At la matriz traspuesta de A.

Una matriz cuadrada A no tiene inversa si |A| =
0, averiguaremos los valores de k para los cuales
|A| = 0.

(a) Calculamos |A| y le impondremos la condición de que
sea cero, así obtendremos los valores de k para los cuales
no posee inversa.

|A| =



�0 �0 ��1
2 1 �2
1 k �1


= 1 ·


2 1
1 k

 = 1 · [2 · k − 1 · 1] = 2k − 1

|A| = 2k − 1 2k − 1 = 0 → k =
1
2

|A| = 0

El único valor que provoca que la matriz A no tenga inversa es k =
1
2
.

Solución:

La matriz A no tendrá inversa si |A| = 0 que solo es posible para k =
1
2
.

(b) Para k = 0 la matriz A =




0 0 1
2 1 2
1 0 1


.

Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

(X + I) · A = At

Como A se encuentra a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos miembros de
la ecuación por A−1.

(X + I) · A = At → (X + I) · A · A−1 = At · A−1

Como A · A−1 = I → (X + I) · I = At · A−1

y (X + I) · I = (X + I) → X + I = At · A−1
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Pasamos la matriz I al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

X + I = At · A−1 → X = At · A−1 − I

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = At · A−1 − I

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1, At, At · A−1 y posteriormente At · A−1 − I.

|A| ya lo tenemos resuelto pero en función del pa-
rámetro, en este caso k, así que solo debemos sus-
tituirlo por el valor que nos indica el apartado.

La matriz A posee inversa porque según el apartado an-

terior nuestra k ̸=
1
2

y , por tanto para k = 0 el |A| ̸= 0,
calcularemos su inversa mediante la siguiente expresión:

(A)−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

|A| = 2k − 1 |A| = 2 · (0)− 1 = −1
para k = 0

A =




0 0 1
2 1 2
1 0 1


 → co f (A) =




(−1)1+1 ·

1 2
0 1

 (−1)1+2 ·

2 2
1 1

 (−1)1+3 ·

2 1
1 0



(−1)2+1 ·

0 1
0 1

 (−1)2+2 ·

0 1
1 1

 (−1)2+3 ·

0 0
1 0



(−1)3+1 ·

0 1
1 2

 (−1)3+2 ·

0 1
2 2

 (−1)3+3 ·

0 0
2 1






co f (A) =




1 0 −1
0 −1 0

−1 2 0




A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




1 0 −1
0 −1 2

−1 0 0




Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
−1

·




1 0 −1
0 −1 2

−1 0 0


 =




−1 0 1
0 1 −2
1 0 0



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Calculamos At y At · A−1.

At
3x3 =




0 2 1
0 1 0
1 2 1




3x3

At
3x3 · A−1

3x3 =




0 2 1
0 1 0
1 2 1




3x3

·




−1 0 1
0 1 −2
1 0 0




3x3

=

=




0 · (−1) + 2 · 0 + 1 · 1 0 · 0 + 2 · 1 + 1 · 1 0 · 1 + 2 · (−2) + 1 · 0
0 · (−1) + 1 · 0 + 0 · 1 0 · 0 + 1 · 1 + 0 · 0 0 · 1 + 1 · (−2) + 0 · 0
1 · (−1) + 2 · 0 + 1 · 1 1 · 0 + 2 · 1 + 1 · 0 1 · 1 + 2 · (−2) + 1 · 1




3x3

=

=




1 2 −4
0 1 −2
0 2 −3




3x3

Realizamos At · A−1 − I para obtener la matriz X.

X = At · A−1 − I =




1 2 −4
0 1 −2
0 2 −3




3x3

−




1 0 0
0 1 0
0 0 1




3x3

=

=




1 − 1 2 − 0 −4 − 0
0 − 0 1 − 1 −2 − 0
0 − 0 2 − 0 −3 − 1




3x3

=




0 2 −4
0 0 −2
0 2 −4




3x3

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x3 =




0 2 −4
0 0 −2
0 2 −4




3x3

.
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Dada la matriz A =

(
3 −2
5 1

)
, sea B la matriz que verifica que AB =

(
−2 1

7 3

)

(a) [1 punto] Comprueba que las matrices A y B poseen inversa.
(b) [1,5 puntos] Resuelve la ecuación matricial A−1X − B = BA.

(a) Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante es distinto de cero, calculamos el |A| y |B|.

|A| =
∣∣∣∣∣

3 −2
5 1

∣∣∣∣∣ = 3 · 1 − 5 · (−2) = 13 ̸= 0 → ∃A−1

Para calcular el |B| usaremos la propiedad de los determinantes que nos dice que el determinante del pro-
ducto de dos matrices es igual que el producto de sus determinantes. Para ello aplicaremos determinantes
en la ecuación dada.

AB =

(
−2 1

7 3

)
→ |A · B| =

∣∣∣∣∣
−2 1

7 3

∣∣∣∣∣

|A| · |B| = −2 · 3 − 7 · 1

13 · |B| = −13 → |B| =
− 13
13

= −1 ̸= 0 → ∃B−1

Solución:

Como |A| ̸= 0 y |B| ̸= 0 ambas matrices tienen inversa.

b) Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A−1X − B = B · A

Pasaremos la matriz B al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

A−1X − B = BA → A−1X = B · A + B

Como A−1 se encuentra multiplicando a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de
ambos miembros de la ecuación por A.

A−1X = B · A + B → A · A−1 · X = A · (B · A + B)

Como A · A−1 = I → I · X = A · (B · A + B)

y I · X = X → X = A · (B · A + B)
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No tenemos la matriz B, que podríamos hallarla, pero si aplicamos las propiedades del producto de matri-
ces obtendremos una ecuación matricial donde no será necesario saber la matriz B.

X = A · (B · A + B) → X = A · B · A + A · B → X = (AB) · A + AB

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = (AB) · A + AB

Para obtener la matriz pedida calcularemos (AB) · A y posteriormente (AB) · A + AB.

AB2x2 · A2x2 =

(
−2 1

7 3

)

2x2

·
(

3 −2
5 1

)

2x2

=

(
−2 · 3 + 1 · 5 −2 · (−2) + 1 · 1

7 · 3 + 3 · 5 7 · (−2) + 3 · 1

)

2x2

=

(
−1 5
36 −11

)

2x2

X = (AB) · A+ AB =

(
−1 5
36 −11

)

2x2

+

(
−2 1

7 3

)

2x2

=

(
−1 + (−2) 5 + 1

36 + 7 −11 + 3

)

2x2

=

(
−3 6
43 −8

)

2x2

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X2x2 =

(
−3 6
43 −8

)

2x2

.
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2012. Suplente Septiembre. Opción B. Ejercicio 3.

[2,5 puntos] Encuentra la matriz X que satisface la ecuación XA + A3B = A, siendo

A =




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 y B =




2 −1 0
0 2 −1

−1 0 2




Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:
X · A + A3 · B = A

Pasamos la matriz A3 · B al otro lado de la ecuación realizando la operación opuesta.

X · A + A3 · B = A → X · A = A − A3 · B

Como A se encuentra multiplicando a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos
miembros de la ecuación por A−1.

X · A = A − A3 · B → X · A · A−1 =
�

A − A3 · B

· A−1

Como A · A−1 = I → X · I =
�

A − A3 · B

· A−1

y X · I = X → X =
�

A − A3 · B

· A−1

Si realizamos la multiplicación y aplicamos la definición de matriz inversa obtendremos una ecuación más
sencilla.

X =
�

A − A3 · B

· A−1 → X = A · A−1 − A3 · B · A−1

Como A · A−1 = I → X = I − A3 · B · A−1

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = I − A3 · B · A−1

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1, A3, A3 · B, A3 · B · A−1 y posteriormente I − A3 · B · A−1.

Antes de nada comprobaremos que A tiene inversa verificando que su determinante es distinto de cero,
para ello calcularemos nuestra matriz A.

|A| =



�0 0 1

�0 1 0

��1 �0 �0


= 1 ·


0 1
1 0

 = 1 · [0 · 0 − 1 · 1] = −1 ̸= 0 → ∃A−1

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Como |A| ̸= 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresión:

(A)−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

A =




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 → co f (A) =




(−1)1+1 ·

1 0
0 0

 (−1)1+2 ·

0 0
1 0

 (−1)1+3 ·

0 1
1 0



(−1)2+1 ·

0 1
0 0

 (−1)2+2 ·

0 1
1 0

 (−1)2+3 ·

0 0
1 0



(−1)3+1 ·

0 1
1 0

 (−1)3+2 ·

0 1
0 0

 (−1)3+3 ·

0 0
0 1






co f (A) =




0 0 −1
0 −1 0

−1 0 0




A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




0 0 −1
0 −1 0

−1 0 0




Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
−1

·




0 0 −1
0 −1 0

−1 0 0


 =




0 0 1
0 1 0
1 0 0




Calculamos A3, A3 · B, A3 · B · A−1

A2
3x3 = A3x3 · A3x3 =




0 0 1
0 1 0
1 0 0




3x3

·




0 0 1
0 1 0
1 0 0




3x3

=

=




0 · 0 + 0 · 0 + 1 · 1 0 · 0 + 0 · 1 + 1 · 0 0 · 1 + 0 · 0 + 1 · 0
0 · 0 + 1 · 0 + 0 · 1 0 · 0 + 1 · 1 + 0 · 0 0 · 1 + 1 · 0 + 0 · 0
1 · 0 + 0 · 0 + 0 · 1 1 · 0 + 0 · 1 + 0 · 0 1 · 1 + 0 · 0 + 0 · 0




3x3

=

=




1 0 0
0 1 0
0 0 1




3x3

= I3x3

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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A3
3x3 = A2

3x3 · A3x3 = I3x3 · A3x3 = A3x3 =




0 0 1
0 1 0
1 0 0




3x3

A3
3x3 · B3x3 =




0 0 1
0 1 0
1 0 0




3x3

·




2 −1 0
0 2 −1

−1 0 2




3x3

=

=




0 · 2 + 0 · 0 + 1 · (−1) 0 · (−1) + 0 · 2 + 1 · 0 0 · 0 + 0 · (−1) + 1 · 2
0 · 2 + 1 · 0 + 0 · (−1) 0 · (−1) + 1 · 2 + 0 · 0 0 · 0 + 1 · (−1) + 0 · 2
1 · 2 + 0 · 0 + 0 · (−1) 1 · (−1) + 0 · 2 + 0 · 0 1 · 0 + (−1) · 0 + 0 · 2




3x3

=

=




−1 0 2
0 2 −1
2 −1 0




3x3

A3
3x3 · B3x3 · A−1

3x3 =




−1 0 2
0 2 −1
2 −1 0




3x3

·




0 0 1
0 1 0
1 0 0




3x3

=

=




−1 · 0 + 0 · 0 + 2 · 1 −1 · 0 + 0 · 1 + 2 · 0 −1 · 1 + 0 · 0 + 2 · 0
0 · 0 + 2 · 0 + (−1) · 1 0 · 0 + 2 · 1 + (−1) · 0 0 · 1 + 2 · 0 + (−1) · 0
2 · 0 + (−1) · 0 + 0 · 1 2 · 0 + (−1) · 1 + 0 · 0 2 · 1 + (−1) · 0 + 0 · 0




3x3

=

=




2 0 −1
−1 2 0

0 −1 2




3x3

http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
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Realizamos I − A3 · B · A−1 para obtener la matriz X.

X =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




3x3

−




2 0 −1
−1 2 0

0 −1 2




3x3

=




1 − 2 0 − 0 0 − (−1)
0 − (−1) 1 − 2 0 − 0

0 − 0 0 − (−1) 1 − 2




3x3

=

=




−1 0 1
1 −1 0
0 1 −1




3x3

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x3 =




−1 0 1
1 −1 0
0 1 −1




3x3
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[2,5 puntos] Considera las matrices

A =




1 2 0
0 1 2
1 2 1


 , B =


0 1
1 0


y C =


−1 2 0

1 1 2



Determina, si existe, la matriz X que verifica AXB = Ct, siendo Ct la matriz traspuesta de C.

Despejamos la matriz X de la siguiente ecuación matricial:

A · X · B = Ct

Como B se encuentra a la derecha de la matriz X, multiplicaremos por la derecha de ambos miembros de
la ecuación por B−1.

A · X · B = Ct → A · X · B · B−1 = Ct · B−1

Como B · B−1 = I → A · X · I = Ct · B−1

y X · I = X → A · X = Ct · B−1

Como A se encuentra a la izquierda de la matriz X, multiplicaremos por la izquierda de ambos miembros
de la ecuación por A−1.

A · X = Ct · B−1 → A−1 · A · X = A−1 · Ct · B−1

Como A−1 · A = I → I · X = A−1 · Ct · B−1

y I · X = X → X = A−1 · Ct · B−1

La matriz X es la obtenida de realizar las siguientes operaciones:

X = A−1 · Ct · B−1

Para obtener la matriz pedida calcularemos A−1, B−1 y posteriormente A−1 · Ct · B−1.

Antes de nada comprobaremos ambas matrices tienen inversa verificando que su determinante es distinto
de cero.

|A| =



1 2 0
0 1 2
1 2 1


F3=F3−F1−−−−−→



��1 �2 �0

�0 1 2

�0 0 1


= 1 ·


1 2
0 1

 = 1 · [1 · 1 − 0 · 2] = 1 ̸= 0 → ∃A−1

|B| =


0 1
1 0

 = 0 · 0 − 1 · 1 = −1 ̸= 0 → ∃B−1
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Como |A| ̸= 0 y |B| ̸= 0 tienen inversa, calcularemos su inversa mediante la siguiente expresión:

(A)−1 =
1

|A| (co f (A))t (1)

A =




1 2 0
0 1 2
1 2 1


 → co f (A) =




(−1)1+1 ·

1 2
2 1

 (−1)1+2 ·

0 2
1 1

 (−1)1+3 ·

0 1
1 2



(−1)2+1 ·

2 0
2 1

 (−1)2+2 ·

1 0
1 1

 (−1)2+3 ·

1 2
1 2



(−1)3+1 ·

2 0
1 2

 (−1)3+2 ·

1 0
0 2

 (−1)3+3 ·

1 2
0 1






co f (A) =




−3 2 −1
−2 1 0

4 −2 1




A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (A))t =




−3 −2 4
2 1 −2

−1 0 1




Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

A−1 =
1
1
·




−3 −2 4
2 1 −2

−1 0 1


 =




−3 −2 4
2 1 −2

−1 0 1




De manera análoga repetimos el proceso para obtener B−1.

B =


0 1
1 0


→ co f (B) =


(−1)1+1 · 0 (−1)1+2 · 1
(−1)2+1 · 1 (−1)2+2 · 0


=


0 −1

−1 0



A continuación la traspuesta de la matriz de cofactores o adjunta.

(co f (B))t =


0 −1

−1 0


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Y por último sustituimos en la expresión (1) para obtener la inversa pedida.

B−1 =
1
−1

·


0 −1
−1 0


=


0 1
1 0



Calculamos Ct y A−1 · Ct

Ct
3x2 =




−1 1
2 1
0 2




3x2

A−1
3x3 · Ct

3x2 =




−3 −2 4
2 1 −2

−1 0 1




3x3

·




−1 1
2 1
0 2




3x2

=

=




−3 · (−1) + (−2) · 2 + 4 · 0 −3 · 1 + (−2) · 1 + 4 · 2
2 · (−1) + 1 · 2 + (−2) · 0 2 · 1 + 1 · 1 + (−2) · 2
−1 · (−1) + 0 · 2 + 1 · 0 −1 · 1 + 0 · 1 + 1 · 2




3x2

=




−1 3
0 −1
1 1




3x2

Realizamos A−1 · Ct · B−1 para obtener la matriz X.

X =




−1 3
0 −1
1 1




3x2

·


0 1
1 0



2x2

=




−1 · 0 + 3 · 1 −1 · 1 + 3 · 0
0 · 0 + (−1) · 1 0 · 0 + (−1) · 0

1 · 0 + 1 · 1 1 · 1 + 1 · 0




3x2

=




3 −1
−1 0

1 1




3x2

Solución:

La matriz pedida que cumple la ecuación dada en el enunciado es X3x2 =




3 −1
−1 0

1 1




3x2
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