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2012. TITULAR JUNIO. OPCION B.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones

X+y+z = A+1
3y+2z = 21+3
3x+(A-1)y+z = A

(@) [1 punto] Resuelve el sistema para A = 1.

(b) [1 punto] Halla los valores de A para los que el sistema tiene una tinica solucién.

-1 1
(c) [0,5 puntos] ;Existe algtn valor de Apara el que el sistema admite la solucién <2, 0, 2) .

(a) Sustituimos A = 1 para obtener el sistema que debemos de resolver.

x+y+z = 2
3y+2z = 5
3x+z =1
Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coeficien-

tes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompanan a cada una de las variables

y la matriz ampliada A, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna B.

x+y+z = 2 11 12
3y+2z = 5 = (AB)=|[ 0 3 215
3x+z = 1 301
11 111
A=l 032 |yA=]03
301 3011

Estudiaremos el rango de ambas matrices para ver a que tipo de sistema nos enfrentamos. Sabemos que
el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min {filas, columnas}, en
ambas matrices estard comprendido entre 1 y 3, y en la matriz ampliada siempre esta la matriz A, es decir
A C A ,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos en-
contrar en A’, llegando a la conclusién que r (A) < r(A’") < 3.

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,

si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

112 X 1 2 3 s
035|225 3 5|=-4. L g =4 B (-5)-3:5]=
30 1 0 -3 -5

Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el sistema en funcién de sus rangos.

» El7(A) = r(A’) = 2 < n°deincognitas = 3, se trata de un Sistema Compatible Indeterminado
con un grado de libertad ( restamos a el niimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila
que no pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F3) para posterior-
mente escalonar el sistema e imponerle a una de las incégnitas un pardmetro. Quedando el sistema
bajo la forma

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 5
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x+ty+z=2

3y+2z=5 —
Yz 3y +22=5

x+y+Z:2 {
3x4=z=T

Nuestro sistema ya se encuentra escalonado asi que a una de las incégnitas le impondremos un pardmetro,
por ejemplo para nuestro caso z = 8; V8 € R, quedando el siguiente sistema

x+y+z = 2 x+y+(0) = 2 *ty = 2-6
By+2z = 5 =4 3y+2-(8) = 5 — y = 222

z = 0 z = 6 _ 39
5—20 1-6
G5 e [ao

— 5_20 — 5—-20 , VAR .

y = —— o= 5
z = 0 z = 0

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (15¢; 222, 9); V0 € R.

Solucion:

1-06
X = 3
La solucién del sistema para A = 1 es 5—26 V0 € R o también la podemos expresar
T T
= 0
como (x,y, z) = (%‘9, %,‘ 0),V0 € R.

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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(b) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de co-
eficientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las

variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz co-

lumna B.
x+y+z = A+1 1 1 1] A+1
3y+2z = 2A+3 = (AB)=[ 0 3 2|2A+3
3x+(A-1)y+z = A 3 A-11 A
1 11 1 1 1 A+1
A=10 32 |yA=]10 3 2 2\1+3
3 A-11 3 A—-11 A

El enunciado nos indica a que el sistema solo debe tener una tnica solucién, por tanto nuestro sistema de-
be ser un Sistema Compatible Determinado, para ello buscaremos aquellos valores que provoquen que el
determinante de la matriz de coeficientes sea distinto de cero,|A| # 0, asi nos garantizaremos que el rango

de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada coincidan con el nimero de incognitas del sistema.

Calcularemos el determinante de la matriz de coeficientes y la obligaremos a que sea cero, asi sabremos

que seran todos los valores menos los obtenido.
1 1 1 1

11
—F— 3 2
Al=|0 32220 3 2|=1. =3 (=2)—(A—4) 2= 2142
A4 -2
3 A-1 1 0 A—4 —2
A= —2A+2
A= 0 oA4+2=0— A=1

Para A € R\ {1} nuestro sistema tendra solucion tnica porque r (A) = r (A’) = n° de incégnitas =

3 obteniendo un Sistema Compatible Determinado.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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-1 1
(c) Nos preguntan si es posible encontrar una tinica solucién para el que (x, y, z) = 5 0, 5 |- parare-
solverlo primero buscaremos aquellos valores de A que nos garanticen los valores pedidos sustituyéndolos

en nuestro sistema de ecuaciones.

x+y+z = A+1
3y+2z = 2A+3 <_;>+(0)+<;> = A+1
3x+A-1)y+z = A :
v = 21 - 3(o)+2<2> — 2143 —
y = 0 1 1
1 3(—2>+(A+1)(0)+<2> = A
== 3
0 = A+1 A+1 = 0
— 1 = 2443 — < 2A+2 =
-1 = A A = —1

Ahora solamente debemos resolver cada una de las ecuaciones para obtener los valores del parametro
que necesitamos, en este caso debemos de resolver todas y verificar que el valor del parametro siempre

coinciden.

A+1 = 05 A=-—1
2042 = 05 A=-1
A=-1

Solo existe una tinica solucién de A para el cudl se verifica lo pedido en el enunciado y ademds sabemos

que es solucién unica gracias al apartado anterior, pues VA € R\ {1} tenemos un Sistema Compatible

Determinado.

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2012. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones con dos incognitas

kx+2y = 2
2x+ky =k
x—y = -1

(a) [0,5 puntos] Prueba que el sistema es compatible para cualquier valor del pardmetro k.
(b) [1 punto] Especifica para qué valores del pardmetro k es determinado y para cudles indeterminado.

(O) [1 punto] Halla las soluciones en cada caso.

(a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de co-
eficientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las
variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afadiendo a la matriz de coeficientes la matriz co-

lumna B.
kx+2y = 2 k2] 2
2x+ky = k — (A|B) = 2 k k
x—y = -1 1 —-1]-1
kK 2 kK 2 2
A=12 &k yA’ =12 &k k
-1 1 -1 -1

Segun el teorema de Rouché-Frobenius un sistema serd compatible siempre que el rango de la matriz de
coeficientes coincida con el de la matriz ampliada, es decir, 7 (A) = r (A’). Como el rango de una matriz no
nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min {filas, columnas}, para la matriz A el rango estara
comprendido entre 1 y 2, mientras que para la matriz ampliada su rango estard comprendido entre 1 y
3, en consecuencia para que se cumpla la igualdad propuesta el r (A’) < 3, para comprobarlo solamente
debemos de calcular el determinante de la matriz ampliada y verificar que siempre vale cero independien-

temente del valor que tome k.

k22 C1=Co+C K2tk 2+k k+2 k+2
A =12 k k|20 kg2 k+2l=1- =0 r(A)<3
) . . C3=C3+C; Y g g k+2 k+2

Para que nuestro sistema sea compatible el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz am-

pliada deben de coincidir, por tanto  (A) = r (A") < 2, es decir que el rango de la matriz ampliada

nunca deba ser 3, que siempre sucede puesto que |A’| = 0 Vk € R.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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(b) Por el apartado anterior sabemos que nuestro sistema siempre sera compatible porque r (A) = r (A’) <
2, ante esta situacioén para discutir el sistema sencillamente seleccionaremos un menor cualquiera de orden
2 de la matriz de coeficientes para calcularle su determinante e imponerle la condicién de que sea cero para

determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de k que deberemos estudiar.

k2
2
A=12 k | = |A2= ) ]1{ =2.(-1)—1-k=-2—k
-1
|Ay] = —2—k
—2—-k=0—k=-2
[A2l =0

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:

k= —2,yVk € R\ {—2}, recordando que por el apartado anterior sabemos que r (A) = r (A’) < 2.

i) Parak = —2.
Sustituimos el valor k = —2 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
-2 2 -2 2 2
A=|2 =2|yA=|2 -2 =2
1 -1 1 -1 -1
A simple vista nos damos cuenta F; = —2-F3y F, = 2 F3, por tanto ambas filas son combinacién lineal

respecto de la F3 y solamente existe una fila linealmente independiente y en consecuencia en rango de

ambas matrices es 1.

ii) Para k € R\ {—2}.

Si nuestro pardmetro toma un valor distinto de k = —2 sabemos que al menos existe un menor de orden 2
cuyo determinantes es distinto de cero en ambas matrices, recuerda que la matriz A estd contenida en A’,
A C A, por tanto en este caso el rango de ambas matrices es 2.

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» Parak = -2 — r(A) = r(A’) = 1 < n°de incognitas = 2, tenemos un Sistema Compatible

Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» Parak € R\ {-2} = r(A) = r(A’) = 2, tenemos un Sistema Compatible Determinado con

solucién tinica.

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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(c) Resolveremos el sistema para k = —2y Vk € R\ {—2} al ser los valores del pardmetro que nos garanti-
zan que sea Sistema Compatible Indeterminado y Determinado.

i) Para k = —2, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), para el cual el rango de la matriz de coeficientes es 1, asi que sencillamente eli-
minados dos de las tres ecuaciones de las que disponemos, para posteriormente imponerle a una de las

incégnitas un pardmetro. Quedando el sistema bajo la forma.

-2 =
2x = 2yp—— —>{x—y:—1
x—y=-1
Le impondremos un pardmetro, por ejemplo para nuestro caso y = 8; V8 € IR, quedando el siguiente siste-
ma.
-y = -1 —-(0) = -1 = 0-1
-y 7 () {7 , V0 eR

Pudiendo expresarse también como (x, y) = (0 —1; 0); V6 € R

ii) Para k € R\ {—2}, por el apartado anterior sabemos que se trata de un Sistema Compatible Determina-
dor(A) =r(A") =2, asi que eliminamos una de las ecuaciones, preferiblemente la que no esté contenida
en el menor de orden 2 que usamos en el apartado (b) y posteriormente resolveremos por el método de
Cramer.

Reescribimos nuestro sistema en forma matricial AX = B

k =
N AN K
2x+ky=k — . =
-1 y -1
x—y=-1
Los valores de x, y y z se definen como
k k 2k
-1 -1 k-(-1)—(-1)-k 0 0 1 -1 2-(-1)—-1-k —-2—-k
T, kT 2 -1k —2-k YT, k| 2 (1-1k —2-k
I -1 1 -1
. : x = 6-1 .
La solucién del sistema para k = —2 es { B 0 V0 € R o también la podemos expresar

como (x,y)=(0—1;0),V0 € R.

Mientras que parak € R\ {—2} es { T (1) o(x,y)=(0; 1).
y

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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2012. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION B. EJERCICIO 3.

Considera el sistema de ecuaciones con tres incognitas

xX—y =
20y + Az =
—XxX—y+Az =

>

(a) [1,25 puntos] Clasificalo segtin los distintos valores del pardmetro A.

(b) [1,25 puntos] Resuélvelo paraA =0y A = 1.

(a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de co-
eficientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las
variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz co-

lumna B.
xX—y A
20y +Az = A — (A|B) =
—x—y+Az = 0
1 -1 0
A=10 20 A|yA =
-1 -1 A

1

-1

1 -1 0]A
0 22 A A
-1 -1 A|O
-1 0 A

0 24 A A
-1 A 0

Al aparecer el pardmetro A en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de

que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de A que deberemos estudiar,

esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

1_10FFPX7/1/Q 20 A
\A|:ozAAL“>g2AA:1-2A=
~1 -1 A g —2 A

=20 A—(=2)-(A) =2A2+21 =27 - (A + 1)

A= 2A-(A+1)

2 -(A+1)=0—
A= 0 D {

A+1:O—>A1:—1
2A=0—=> A, =0

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
AM = -1, A =0y VA € R\ {-1, 0}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si

pudiéramos determinar su rango para alguno de los casos.

1 2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, column:
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero para los casos enlos que A; = =1y A, = O el rango
de la matriz A se encontrard entre 1 < r(A) < 2 puesto que el tinico menor de orden 3 que posee es la
propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al princi-
pio del ejercicio, por tanto para dichos casos solo buscaremos menores de orden 2 cuyo determinante sea
distinto de cero.

Sinos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es
decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusiéon que r (A) < r (A’) < 3.

i) Para A = —1.
Sustituimos el valor A = —1 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
1 -1 0 1 -1 0 -1
A=10 -2 -1|yA=[0 -2 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 0

» Rangode A:7(A) =2

1 -1 0\ 1<r(A)<2
A= 0 —2 -1
-1 -1 -1

1 -1

0, [Tl () =240 (4) =2

» Rangode A:r(A’) =2

1 -1 0 -1\ r(A)<r(A)<s3
A= 0 -2 -1 -1 2<r(A") <3

-1 -1 -1 0
Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga

el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

1 -1 -1 1 1 1 _
0 —2 —1 |25y o g :1-| S | =0y =2
1 -1 0 g 2 -1

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 3
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ii) Para A, = 0.

Sustituimos el valor A = 0 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

1 -1 0 1 -100
A=| 0 00 |yA=]| 0 000
~1 -1 0 ~1 -1 00

Si nos fijamos bien la matriz nos encontramos ante un caso particular puesto que la tltima columna de la
matriz ampliada esta totalmente llena de ceros, en esta situacién sabemos que el rango de ambas matrices
siempre coincidird, r (A) = r (A’) porque todos los menores de orden 3 que busquemos distintos de la
matriz A contendran dicha columna y su determinante siempre valdra cero porque por las propiedades de
los determinantes sabemos que siempre que contenga una fila o columna llena de ceros su determinante

vale cero.

» Rangode A:r(A) =2

-1 -1 0

‘ o Er ey ey =220 ) =2

» Rangode A": 7 (A’) = 2, por lo anteriormente expuesto.

iii) ParaA € R\ {—1, 0}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de Ay = —1 y A, = 0 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que

A C A’. Ambas matrices tendran rango maximo, en consecuencia

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» Para Ay = -1y Ay =0 — r(A) = r(A’) = 2 < n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema

Compatible Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» Parad € R\ {—1, 0} = r(A) =r(A’) = n°deincégnitas = 3, tenemos un Sistema Compati-

ble Determinado, tiene una tnica solucién para cada una de las incégnitas.

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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(b) Para A = —1, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F3) para posteriormente escalonar

el sistema e imponerle a una de las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

x—y=-1
x—y=-—1
—2y—z=-1 —

—2y—z=-1

—X — —

Nuestro sistema ya se encuentra escalonada, asi que a una de las incégnitas le impondremos un parametro,

por ejemplo para nuestro caso y = 6; V0 € R, quedando el siguiente sistema

x—y = —1 x—(0) = -1 x = 6-1
y = 06 — y = 0 —<¢y = g , VOeR
—2y—z = -1 —2-(0)—z = -1 z = 1-26

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (0 —1; 6; 1 —20); V6 € R

Mientras que para A = 0, nos encontramos en el mismo caso que el anterior.

x—y=0 { x—y=20
0=0 —¢ 7 0
—x—y=0 ¥oY=
Podriamos resolverlo como antes pero si observamos detenidamente nos percatamos de que nuestro sis-
tema es homogéneo (No hay termino independiente) y que una de las incégnitas no aparece en nuestro
sistema, en consecuencia la variable que no aparece le impondremos un pardmetro y el resto de variables

siempre son ceros, para nuestro caso z = 7; Vy € R, quedando el siguiente sistema

0
0 , Vy € R, pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (0; 0; 7); Vy € R

z = 7

Solucion:

= 0-1
La solucion del sistema para A = —les ¢ y = 6 VO € R o también la podemos expresar
z = 1-20
como (x,y,z)=(0—1,6,1—-260),V0 € R.
x = 0
Mientras que para A = Oes ¢ y = 0 , Vy €R o expresado de forma alternativa como
z 04
(x, y,2)=(0,0; 7); Vy e R.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 5


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

2012. SUPLENTE JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el sistema de ecuaciones

x+ky+2z = k+1
x+2y +kz 3
(k+1)x+y+z = k+2

(a) [1,25 puntos] Determina los valores de k para los que el sistema tiene mas de una solucién.
(b) [0,5 puntos] ;Existe algtin valor de k para el cual sl sistema no tienen solucién?

(c) [0,75 puntos] Resuelve el sistema para k = 0.

Para resolver el apartado (a) y (b) previamente discutiremos el sistema, para ello transformamos el sistema
de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coeficientes que denotaremos como
A, constituida por los coeficientes que acompanan a cada una de las variables y la matriz ampliada A’, que
la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna B.

x+ky+2z = k+1 1 k 2/k+1
x+2y+kz = 3 — (A|B) = 1 2 k| 3
k+D)x+y+z = k+2 k+1 1 1|k+2
1 k2 1 k 2 k+1
A= 1 2 k|yA=] 1 2k 3
k+1 1 1 k+1 1 1 k+2

Al aparecer el pardmetro k en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de k que deberemos estudiar,

esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

1 k2
A= 1 2 kl=1-2-1+1-1-24k-k-(k+1)—(k+1)-2.2—1-k-1—1-k-1=
k+1 1 1

=k +k>—6k=k- (k*+k—6)

Al = k- (K +k—6) kr=0
|A'| = 0 —1£v12-4-1-6 {klz_g

K+k—6=0—k=
* 2-1
A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:

ki = =3,k =0,ks =2y Vk € R\ {3, 0, 2}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices
por si pudiéramos determinar su rango para alguno de los casos.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero para los casos enlos que k; = =3,k =0y kz =2

el rango de la matriz A se encontrard entre 1 < r (A) < 2 puesto que el tinico menor de orden 3 que posee

es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al
principio del ejercicio, por tanto para dichos casos solo buscaremos menores de orden 2 cuyo determinante

sea distinto de cero.

Sinos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es
decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusiéon que r (A) < r (A’) < 3.

i) Para ki = —3.
Sustituimos el valor k = —3 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
1 -3 2 1 -3 2 -2
A= 1 2 -3 |yA' = 1 2 -3 3
-2 1 1 -2 1 1 -1

» Rangode A:r(A) =2

1 -3 2\ 1<r(A)<2
A= 1 2 -3
-2 1 1

1 -3

L | =121 (3 =50 (4) =2

» Rangode A":r(A') =2

1 =3 2 =2\ r(A)<r(A)<3
A= 1 2 -3 3 2<r(A) <3

-2 1 1 -1
Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga

el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

1 -3 -2 X =3 7
b=FH—-F 5 5 ,
1 2 3|——— | @ 5 51=1- =0—r(A)=2
B=F;+2F -5 -5
-2 1 -1 -5 =5
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ii) Para kp = 0.

Sustituimos el valor k = 0 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
10 2 1021
A=|120 |yA=|120 3
111 1112
» Rangode A:7(A) =2

1<r(A)<2

1
A=1]1
1

— N O

2
0
1

10

Lo | F12-10=25£0 1 (4) =2

» Rangode A":r(A") =2

10 21 r(A)<r(A) <3
A=1]11 2 0 3 2<r(A")<3

111 2
Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga
el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’ ) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

1 0 1 X a0 7
Bh=F-F 2 2 ,

1 23|2—"7235|¢g 2 2|=1- =0—-r(A)=2
FB=F—-F -1 -1

11 2 g —1 —1

iii) Para k3 = 2.

Sustituimos el valor k = 2 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

1 2 2 1 2 23
A=|122|yA=]|122 3
311 311 4
» Rangode A:r(A) =2
122\ 1<r(A)<2
A=11 2 2
311
1 2
3 =1-1-3-2=-5#0—r(A)=2
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» Rangode A":r(A") =2
122 3\ r(A)<r(A)<3
1223 2<r(A)<3
311 4

Mediante el método del orlado buscamos un menor de orden 3 distinto de la matriz A que contenga

A=

el menor de orden 2 usado anteriormente, si su determinante es cero r (A’ ) = 2, mientras que si es
distinto de cero r (A’) = 3.

1 23
Si un determinante tiene dos filas o columnas ,
L 23 )= . . =0—-r(A)=2
3 1 4 iguales su determinante vale cero.
iii) Parak € R\ {-3, 0, 2}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de ki = —3, ko = 0y k3 = 2 sabemos que el |A| # 0, dando lugar

a que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que

A C A’. Ambas matrices tendrdn rango méximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3
Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el sistema en funcién de sus rangos.

» Paraky = =3,k = 0y ks = 2, el r(A) = r(A’) < n°deincégnitas = 3, tenemos un Sistema
Compatible Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» Parak € R\ {-3,0, 2} — r(A) =r(A’) = n°de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

(a)

Nuestro sistema tendrd infinitas soluciones para k; = —3, k, = 0y k3 = 2 que provocaran que

tengamos un Sistema Compatible Indeterminado.

(b)

No es posible determinar ningtin valor para que el sistema no tenga solucién porque para que ocurra

deberemos tener un Sistema Incompatible y nuestro sistema siempre es un Sistema Compatible.
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(c) Para k = 0, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F3) para posteriormente escalonar

el sistema e imponerle a una de las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

x+2z=1
x+2z=1
x+2y=3 —
x+2y=3
X —

Ya tenemos escalonado el sistema asi que a una de las incégnitas le impondremos un pardmetro, por ejem-

plo para nuestro caso x = 6; V6 € R, quedando el siguiente sistema

x = 0

x = 0 x 0 3.9
x+2y = 3 =4 (@) +2 = 3 =< O+ = ——  WeR

x+2z =1 0)+2z =1 1-96

(0)+2z = ——

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (6; 352, 15%); V6 € R

™ ‘

Solucion:

x = 0
B=0
Para k = 0 la solucion del sistemaes § ¥ = ~—5— V6 € R o también la podemos expresar como
1-6
z = ——
(x,y,2) = (6; 5% 52),v0 e R.
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2012. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el sistema de ecuaciones

x+(k+1)y+2z = —1
kx+y+z
x—2y—z = k+1

I
N

(a) [1,75 puntos] Clasificalo segtn los distintos valores de k.
(b) [0,75 puntos] Resuélvelo para el caso k = 2.

(a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de co-
eficientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las
variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz co-

lumna B.
x+(k+1)y+2z = —1 1 k+1 2| -1
kx+y+z = 2 - (AB)=| k 1 1 2
x—2y—z = k+1 1 -2 —-1|k+1
1 k+1 2 1 k+1 2 -1
A=k 1 1 |yA=|r 1 1 2
1 -2 -1 1 -2 =1 k+1

Al aparecer el parametro k en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de k que deberemos estudiar,
esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

1 k+1 2 1 k+3 3 cis s
Al=lk 1 1 %ﬁfg% Eorpak 1ak =170 =
1 -2 -1 O g g

= (k+3)- (1+k) — (1+2k) 3=k —2k =k- (k—2)

Al= k- (k-2)
A= 0

ki =0
k—2:0—>k2:2

k-(k—Z):O{

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
k1 =0,k; =2y Vk € R\ {0, 2}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéramos

determinar su rango para alguno de los casos.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, column:
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es

distinto de cero, garantizdndonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

1 k+1 2 -
A=k 1 1 —>' s g | =D (-2 1=1#£057(4) 22 VkER
1 -2 -1

En consecuencia para k; = 0y kx = 2 el r(A) = 2, puesto que el Gnico menor de orden 3 que posee
es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al
principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd maximo al ser el |A| # 0, que

en nuestro caso r (A) = 3.

Si nos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz
A, es decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los
podemos encontrar en A’, llegando a la conclusion que r (A) < r(A’) < 3, asi pues parak; =0y ky =2
solamente deberemos buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras que si

el parametro m toma valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de k aunque

dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.

i) Para k1 = 0.

Sustituimos el valor k = 0 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

1 1 2 11 2 -1
A=10 1 1 [yA=]0 1 1 2
1 -2 -1 1 -2 -1 1

» Rango de A:r (A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A":r(A') =3

1 1 2 -1 AcCA
A=10 1 1 2| r(A)<r(A)<3
1 -2 -1 1 2<r(A)<3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,
si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

1 2 -1 £ 7
E=F-F -1 3
1 1 i -1 3|=1- = (-1)-(-1)—3-3=-8#£0 —
F=F+2F 3 —1
-2 -1 1 0] 3 -1
r(A") =3
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ii) Para kp = 2.

Sustituimos el valor k = 2 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

1 3 2 1 3 2 -1
A=12 1 1 |ya=[2 1 1 2
1 -2 -1 1 -2 -1 3

» Rango de A: 7 (A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A":r(A') =2

1 3 2 -1 AcCA
A=12 1 1 2| r(A)<r(A)<3
1 -2 -1 3 2<r(A)<3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,
si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

3 2 —1 1 [Zf -5 1 5

N N :1‘ 0 (A =2
E=FK+h -1

-2 —1 3 —1 (Zf 5

iii) Para k € R\ {0, 2}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de k; = 0y k, = 2 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que

A C A’. Ambas matrices tendran rango maximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» Parak = 0 — r(A) = 2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no
podemos determinar ninguna solucioén.

» Parak =2 — r(A) = r(A’) = 2 < n°deincégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible
Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» Parak € R\ {0, 2} — r(A) =r(A") = n° de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.
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(b) Para k = 2, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F;) para posteriormente escalonar

el sistema e imponerle a una de las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

X+3 = -1
x—2y—z=3

2x+y+z=2
x+y+z=2

X—2y—z=3

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

x—2y—z=3 1 -2 1|3 )\ r=R-2x 1 -2 -1 3 x—2y—z = 3
— s T —
2x+y+z=2 2 1 12 0 5 3|4 S5y +3z = —4

Una vez escalonado el sistema a una de las incoégnitas le impondremos un parametro, por ejemplo para

nuestro caso z = 6; V0 € R, quedando el siguiente sistema

xX—2y—z = 3 x—Zy—(G) _ 3 x—2y = 3+6
Sy+3z = —4 g Sy+3-(0) = —4 - y = 2% 5

z = 9 7z = 9 _ 5 G
—4-30 .
X=2 |5 ) = 340 _ °
< 5 ) * 5

— —4-39 — 4.3, Ve R

z = 4] z = 0

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (7;9 ; 7457 30, 9) ; VO € R

Solucion:

7—6
o= 5
La solucién del sistema para k = 2 es —4—-30 V0 € R o también la podemos expresar
YT
= 0
como (x, y, z) = (%, ’45’39; 9),V0 € R.
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2012. RESERVA A.OPCION B.EJERCICIO 3.

Dado el sistema de ecuaciones
kx+2y = 3
—x + 2kz -1
3x—y—7z = k+1

(a) [1,75 puntos] Estudia el sistema para los distintos valores del parametro k.
(b) [0,75 puntos] Resuélvelo para k = 1.

a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coefi-
cientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las varia-

bles y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna
B.

kx+2y = 3 k 2 0] 3

—x+2%kz = -1 —(AB)=| -1 0 2| -1

3x—y—7z = k+1 3 -1 =7|k+1
k2 0 k2 0 3
A=|-1 0 2| yA=|-1 0 2« -1
3 -1 -7 3 -1 -7 k+1

Al aparecer el parametro k en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de k que deberemos estudiar,

esto debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

k2 0 k+6 @ —14 k6 _14
Al=]-1 0 2| 2B 1 g 2k |=-—(-1)- o =
3 -1 -7 3 > =7

=1-[(k+6)-2k—(=1)-(—14)] =2k* + 12k — 14 =2 (k> + 6k — 7)

2- (K +6k—7)=0
Al = 2- (kK> +6k—7) 240
A = 0 . —6i¢62—4‘<1>-<—7>:{k1:—7

- 2.1 k= 1

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
ki = =7,k = 1y Vk € R\ {-7, 1}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si
pudiéramos determinar su rango para alguno de los casos.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es
distinto de cero, garantizdndonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

k2 0
-1 0
A=|-1 0 2k —>‘ N =(-1)-(-1)—3:-0=1#0—r(A) >2; Vke R
3 -1 -7
En consecuencia para los casos en los que k1 = =7y ky = 1 el r(A) = 2, puesto que el tinico menor de

orden 3 que posee es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero,
lo obligamos al principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd méaximo al ser
el |[A| # 0, que en nuestro caso r (A) = 3.

Sinos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es
decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusion que r (A) < r(A’) < 3, asi pues para los casos k1 = =7y k, =1
solamente deberemos buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras que si

el parametro k toma valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de k aunque
dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.

i) Para k; = —7.
Sustituimos el valor k = —7 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.
-7 2 0 -7 2 0 3
A=|[-1 0 -14|yA=]-1 0 -14 -1
3 -1 -7 3 -1 -7 -6

» Rango de A: 7 (A) = 2, explicado anteriormente.
» Rangode A":r(A') =3
-7 2 0 3 ACA

A=1-1 0 —-14 —-1| r(A)<r(A)<3
3 -1 -7 —6) 2<r(A)<3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,

si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero 7 (A") = 3.
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7 2 3 1 g 9 L
10 1 [ BRI g 1= (-1 ‘ -

11
3 -1 -6 3 > 6

ii) Para k, = 1.
Sustituimos el valor k = 1 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

1 2 0 1 2 0 3
A= -1 o 2 |yaA=| -1 0 2 -1
3 -1 —7 3 -1 -7 2

» Rango de A:r(A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A":r(A") =2

1 2 0 3 ACA
A= -1 0 2 =1 | r(A)<r(A)<3

3 -1 -7 2 2<r(A)<3
Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,

si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

1 2 3 7 0 7 -
10 -1 | BRI 1 0 1| =—(— )-| L=
3 -1 2 3 -1 2

Si un determinante tiene dos filas o columnas ,
. . =0—r(A)=2
proporcionales su determinante vale cero, F; = —7F,.

iii) Parak € R\ {-7, 1}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de k; = —7 y ko = 1 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que

A C A’. Ambas matrices tendrdn rango maximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3
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Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» Parak = -7 — r(A) = r(A’) = 2 < n°de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» Parak =1 — r(A) = 2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no

podemos determinar ninguna solucién.

» Parak € R\ {-7, 1} = r(A) = r(A’) = n° de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compati-

ble Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

b) Para k = 1, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F;) para posteriormente escalonar

el sistema e imponerle a una de las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

XE2=73
—x+2z=-1
—x+2z=-1 — Yo

3x—y—7z=2
3x—y—7z=2

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

—x+2z=-1 -1 0 2| -1 F=F+43F -1 0 2|1 -1 —x+2z = -1
— _— —
3x—y—7z=2 3 -1 -7| 2 0 -1 -1]-1 -y—z = -1

Una vez escalonado el sistema a una de las incoégnitas le impondremos un parametro, por ejemplo para

nuestro caso z = 0; V8 € R, quedando el siguiente sistema

—x+2z = -1 —x+2-(0) = -1 x = 1+26
-y—z = -1 — -y—(0) = -1 ¢y = 1-0,VoeR
z = 0 z = 0 z = 0

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (14+26; 1 —6; 0); V0 € R.

Solucion:

1+26
La solucion del sistema parak = les { y = 1—6 V0 € R o también la podemos expresar
z = 0

como (x,y,z) = (1420, 1—6;0),V0 € R.

2 8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

2012. RESERVA B. OPCION B.EJERCICIO 3.

Considera el sistema de ecuaciones
x+y+kz = 1

2x+ky = 1
y+2z = k
(@) [1 punto] Clasifica el sistema segtin los valores del pardmetro k.

(b) [0,75 puntos] Resuélvelo para k = 1.
(c) [0,75 puntos] Resuélvelo para k = —1.

(a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de co-
eficientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las

variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afadiendo a la matriz de coeficientes la matriz co-

lumna B.
x+y+kz =1 11 k|1
2x+ky = 1 = (AB)=1] 2 k 0|1
y+2z = k 01 2k
11 k 11 k1
A=|2 k 0| yA =2 k 01
01 2 01 2 k

Al aparecer el pardmetro k en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de k que deberemos estudiar,

esto debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

Lk Lor K k-2 —2k
Al=1[2 k o 222 \g k-2 —ok|=1- L E
01 2 6 1 2

=1-[(k—2)-2—1-(=2k)] =4k—4=4-(k—1)

Al = 4-(k=1)
AT = 0

440
k—1=0—k=1

4-(k—1)=0{

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A" mediante determinantes, para los casos: k = 1
y Vk € R\ {1}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéramos determinar su

rango para alguno de los casos.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es
distinto de cero, garantizdndonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

11
01

A= — =1-1-0-1=1#0—-r(A) >2; Vke R

SN -
N © &

1
k
1

En consecuencia para k = 1 el v (A) = 2, puesto que el tinico menor de orden 3 que posee es la propia
matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al principio del

ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd maximo al ser el |A| # 0, que en nuestro caso
r(A)=3.

Sinos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es
decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusion que r (A) < r (A’) < 3, asi pues para k = 1 solamente deberemos
buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras que si el pardmetro k toma

valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de k aunque
dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.

i) Parak = 1.

Sustituimos el valor k = 1 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

111
A=|2 1 0|yA =
012

o N -

111
1 01
1 21
» Rango de A: 7 (A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A:r(A') =3
1111
A=121 0 1| r(A) <r(A
0121
Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-

tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,

si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero 7 (A") = 3.
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Si un determinante tiene dos filas o columnas ,
= | . ' =0—r(A")=2
iguales su determinante vale cero, C; = C3

O N =

1
1
1

[ Y

ii) Parak € R\ {1}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de k = 1 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a que exista un
menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que A C A’. Ambas

matrices tendrdn rango méximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» Parak =1 — r(A) = r(A’) = 2 < n®deincégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» Parak € R\ {1} — r(A) = r(A’) = n° de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

(b) Para k = 1, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F,) para posteriormente escalonar

el sistema e imponerle a una de las incégnitas un pardmetro. Quedando el sistema bajo la forma

x+y+z=1
y+2z=1

2x =1

x+y+Z:1 {
y+2z=1

Ya tenemos nuestro sistema escalonado, a una de las incégnitas le impondremos un pardmetro, por ejem-

plo para nuestro caso z = 6; V8 € R, quedando el siguiente sistema

x+y+z = 1 x+y+(0) = 1 x+y = 1-06
y+2z =1 — y+2-((9) =1 = y = 1-20 —
z = 0 = 0 z = 0
(1-20) = = 0
— y = 1-26 —>{ = 1-20 , VR
z = 0 0
Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (6; 1 —26; 0); V6 € R.
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Solucion:

1+26
La solucion del sistema parak = les { y = 1—6 V0 € R o también la podemos expresar
z = 0
como (x,y,z) = (1420, 1—-6;0),V0 € R.
(c) Para k = —1, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Determinado con

una Unica solucién para cada incégnita, sustituimos el valor del pardmetro dado para obtener el siguiente
sistema.

X+y—z
2x—y = 1
y+2z = -1

Para resolverlo podemos optar principalmente por dos métodos:

i) Resolvemos el sistema por Gauss-Jordan: Escalonaremos el sistema para obtener la solucion.

x+ty—z = 1 1 1 —-1| 1 1 1 —-1]1
2w—y = 1 = |2 -1 o0 Bh=2h | g 3 o | -1 | BEE
y+2z = —1 0 1 2 |-1 0 1 2 |-1
1 1 —-1]1 11 -1 1 -
F<F 0 1 2 1 F=F+3F, 0 1 ) 9 3=gI3
0 -3 2 |-1 00 8 |—-4
] 11 -1]1 1103
F=3h 01 2 1 Fi=F+F 010!l 0 F=h-h
. E=F—-2F .
00 1 |-1 00 1|1
100|313
BERTB 1 01 0] 0
1
00 1|}

La solucién del sistema es

,pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (1; 0; —%)

N <
I
|
N~ O NI—
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ii) Por la regla de Cramer: Mediante una divisién de determinantes.

Si reescribimos nuestro sistema en forma matricial AX = B

x+y—z = 1 1 1 -1 x 1
22—y = 1 =2 -1 o]-|y|l=]1
y+2z = -1 o 1 2 z -1
Los valores de x, y y z se definen como
1 1 -1 1 1 -1 1 1 1
1 -1 0 2 1 0 2 -1 1
-1 1 2 -4 1 o -1 2 0 0 1 -1 1
S R B R R R Rl IR
-1 0 2 -1 0 2 -1 0
o 1 2 o 1 2 o 1 2

Solucion:

La solucién del sistema para k = —1 es y = o también la podemos expresar como

NI, O NI-

z

(x, ¥ 2) = (3 0; —3).
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