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2010. TITULAR JUNIO.OPCION A.EJERCICIO 4.

Considera las rectas r y s de ecuaciones

x—2y=-1

ol=y=iozy { yrz=1

a) [0,75 puntos] Determina su punto de corte.
b) [1 punto] Halla el &ngulo que forman r y s.
) [0,75 puntos] Determina la ecuacién del plano que contiene a r y s.

Antes de resolver ninguno de los apartados expresare- N

mos la recta r y s en forma paramétrica para facilitarnos B

P . . nos que se cortan) tiene la siguiente expresion.
los célculos y extraer de ella toda la informacién que po- a 8 P
damos. r:{ Ax+By+Cz+D =0

Ax+By+Cz+D =0

En el caso de la recta r, obtenemos un punto y un vector lLe, gomyeniibeies & fodine e tenelieis

. do el sistema formado por ambos planos, simple-
director. ) o
mente sustituyendo a una de las incégnitas por

un parametro.

r=x—l=y=1-z Si alguna de las incégnitas falta serd a ella a la

ue le impongamos el parametro.
x—1 y—(0) z-1 1 pons P

r = = =

Una recta r expresada en forma continua tiene la

P (1,0, 1) siguiente expresion.
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vy =(1,1, -1) U1 vy 3

L. Donde los valores a, b y c representan un pun-

La recta r expresada en forma paramétrica es .
to de la recta pero con el signo opuesto, P, =

(a, b, c¢), mientras que los valores del denomi-

x=1+1-6 nador son las coordenadas de su vector director,
r=¢ y=0+1-0 conf € R vy = (01, 2. 03).
z=1—-1-6

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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En el caso de la recta s, resolveremos el sistema ddndole a y el valor de A.

S:{x—Zy:—l x—2y=-1
y+z=1 - y=A —
y=A y+z=1
x—2A = -1 x=—-1+2A
= y=A - y=A
Adz=1 z=1-A

La recta s expresada en forma paramétrica es
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x=—1421 x=-142-A P, (=1, 0, 1)
s=4q y=A y=04+1-A conAeR —
z=1-A z=1-1-A =21, 1)

a) Para determinar el punto de corte entre dos rectas, solo o ———

debemos resolver el sistema formado por ellas, igualan- SR N G (e ) L

do sus coordenadas dos a dos.

Xx=a+0vA
r=q y=b+wmA
x=1+26 z =c+ vz
"= y:9 S t érico G ] f d i
s—1-0 140 = —1+21:0—21=—2 upu-nogenerlco + es el formado por propias
ecuaciones de la recta.
0=A
x=-1+4+2A 1-6=1—-X,06=A Gr(a+ 1A, b+ 1A, c+v3A)
S=Q y=A
z=1-—A

. . D . 1 .
Resolvemos el sistema obtenido, dando nos cuenta que 0s vectores son i y ' son perpendiculares si

. . . su producto escalar es cero.
las dos ultimas ecuaciones son iguales.

UL Tsined =0

0 —2A = -2 0—20=-2 =2
— — —
f=A f=A f=A
=2
%
A=2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. @08 5
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Se trata de un Sistema Compatible Determinado, al obtener una tinica solucién para cada una de las in-

cognitas, por lo tanto ambas rectas se cortan en un tnico punto, para determinarlo sustituimos 6 = 2 en la

rectar o A = 2 en la recta s (en ambos casos debe darnos el mismo punto).

=1+6
z=1-0 |—= y=2 —1(3,2, —1)

z=1-2=-1

El punto de interseccion entre las rectas r yses I (3, 2,

7).

b) Determinamos el dngulo formado por dos rectas se-
cantes (gracias al apartado anterior sabemos que las dos
rectas son secantes puesto que solo tienen un tinico pun-
to en comtn) mediante la definicién geométrica del pro-
ducto escalar usando sus vectores directores, calculados

al inicio del ejercicio.

27 o 2] = [[27] |22 - cos (0723)
(77
o) = T Tel]
o7, = oe T (1)
RN R
Calculamos{?foa? , U—;HyHFgH

La definicién geométrica del producto escalar de
dos vectores i/ (ug,up, u3) y K4 (v1,02,03) es

7 o 7] = |2 [ 7] -cos )

donde

707:u1v01+u2-vz+u3vv3

1]l = \Jud + 13 +43
171l = /f + 03+ 23

vyer=(1,1 -1)e(2,1, —1)=1-241-14(=1)- (1) =4

V3

77| = \/12+12+(—1)2

132 = /22 + 12+ (1) = V6

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Sustituimos los datos en (1) para obtener el angulo pedido.

4 4
0,05 = arcos | ——— | = arcos | — | ~ 19,4712°
n ( V3 ﬁ) ( \/ﬁ>

El angulo que forman las rectas r y s es 19,4712°.

c) Para determinar un plano necesitamos un pun-

tos y sus dos vectores directores, en este caso el Para definir un plano formado por dos rectas que

. se cortan sabemos
plano contiene a las rectas r y s por tanto los

vectores directores de la recta coincidirdn con los

vectores directores del plano y cualquier punto de . l}
n v,
las rectas serd un punto de mi plano, por lo tan- e
to |
P, P, (1,0, 1) .
mw — Ly ’ 7
rC7mw—
{ vr =10 =(1,1, 1)
T
PTL' = I (_1/ O/ 1)
sCTmT— NN i) El vector directo de la recta r siempre coincidira
vr=vs = (2,1, —1) . )
con un vector director del plano que lo contiene.

Definimos el plano pedido en forma vectorial usan- ii) El vector director de la recta s siempre coincidi-

rd con un vector director del plano que lo contie-

do los vectores directores de las rectas y por ejem- e

plo el punto de la recta r, aunque daria igual a iii) Un punto de cualquiera de las rectas coincidira

ver usado el de la recta r o el punto de inter- con un punto del plano que las contiene.

seccion entre las rectas calculado en el apartado

a)

m=(xyz)=(1,01+a(1,1 -1)+p(2, 1, -1),
cona,f R

El plano que contiene a las rectas r y s es 1 = (x,y,z) = (1,0,1) +a(1,1, -1) +
B(2,1, —1),cona, B € R.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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2010. TITULAR JUNIO. OPCION B. EJERCICIO 4.

Los puntos P (2, 0, 0) y Q (—1, 12, 4) son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice S pertenece a la

recta r de ecuacién

{m+&:%

y=0

a) [1,5 puntos] Calcula las coordenadas del punto S sabiendo que r es perpendicular a la recta que pasa por

PyS.
b) [1 punto] Comprueba si el tridngulo es rectdngulo.

Antes de resolver ninguno de los apartados expresare-
mos la recta r en forma paramétrica para facilitarnos los
calculos y extraer de ella toda la informacién que poda-
mos, para ello resolveremos el sistema ddndole a x el va-
lor de A.

) 4x+3z2=33 x=A
x=A 4x +3z =33
x:)\ x:A
4-A+3z=233 3z =33 —4A
x=A
- Y=
33 —4A 4
z = ey —
3 3

=A x=0+1-A
r= =0— y=0+0-4 hAecR—
11 4/\ 11 4/\
z = —5 z = —5

5=

Una recta r expresada en forma implicita (dos pa-
nos que se cortan) tiene la siguiente expresion.

L { Ax+By+Cz+D=0
| Ax+By+C'z+D'=0
La convertimos a forma paramétrica resolvien-
do el sistema formado por ambos planos, simple-
mente sustituyendo a una de las incégnitas por
un pardmetro.

Si alguna de las incognitas falta serd a ella a la

que le impongamos el parametro.

Una recta r en forma paramétrica tiene la siguien-
te expresion:

x=a+vA
r=< y=b+umA
z=c+v3A

Donde los valores a, b y c representan un punto
de la recta.

Mientras que los coeficientes que acompanan al
pardmetro A son el vector director de la recta.

P, (0, 0, 11)

1,0 :
11_5

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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a) Como la recta r debe ser perpendicular a la recta que
pasapor Py S, que la denotaremos como la recta s, enotn-
ces sabemos que el producto escalar entre sus vectores
debe ser cero.

o e vl =0 1)

El vector director de la recta r lo calculamos al inicio del
4
]-/ 0/ A
3
tor dela recta s es el formado por los puntos Sy P, pa-

ejercicio, E> = , mientras que el vector direc-

ra poder determinarlo necesitamos crear el punto S, para
ello como dicho punto debe pertenecer a la recta r eso
queire decir que puede ser cualquier punto de la recta,
por lo tanto definimos S como los infinitos puntos que

conforman a r, es decir S serd el punto genérico de r.

4
S§=Gr= (A,O, 11—§A>

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Sea una recta r en forma paramétrica
x=a+0A
r=<{ y=b+wmA
z=c+u3A

Su punto genérico G, es el formado por propias
ecuaciones de la recta.

Gr(a+ 1A, b+ 1A, c+v3A)

Dos vectores son y 7 son perpendiculares si
su producto escalar es cero.

U1l Tsided =0

Ahora que tenemos S podemos determinar junto con P el vector director de la recta s.

o = PS

4 4 4
S—P= (A, 0, 11—5/\> —(2,0,0) = (A—Z,O—O, 11—5/\—0) = (A—Z, 0, 11—§A>

Aplicamos la condicién (1) que nos permitira determinar el valor del pardmetro A y llegar hasta la solucién

pedida.

4 4 4 4
T, vl = (1, 0, —g).<;\—z, 0, 11—§A> :1-(/\—2)+0-0+(—§) : (11—52\) =

Resolvemos la ecuacion obtenida.

Ao 44 16A 0 9A 18 132
T Y 9T 9T 9 Ty

150
9N —18 — 132 4+ 16A = 0; 25A—150:0—>A:E:6

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Solo debemos sustituir el valor de A = 6 en nuestro punto genérico para determinar S.

4 4
S:(A,O,ll—A) S<6,0, 11—~6>
3 — 3

A=6 S(6, 0, 3)

El punto pedido que cumple con las condiciones indicadas por el enunciado es S (6, 0, 3).

b) Para ver si el triangulo formado por los puntos P (2, 0, 0), Q (-1, 12, 4) y S (6, 0, 3) es un tridngulo
H
rectdngulo necesitamos calcular previamente los vectores 1@, PSy QS.

PO=0Q—P=(-1,12,4)—(2,0,0) = (-3, 12, 4)

PS=5S-P=(603)—(20,0) = (40, 3)

05=5-Q=1(60,3)— (-1, 12, 4) = (7, 12, —1)

Para su demostracion podemos tomar dos caminos:

i) Qué forma un angulo recto alguno de sus dngulos, por lo tanto el producto escalar de @ eP5 =00

POe QS =00DPSeQS =0.

I@ o P§ = (=3,12,4)e(4,0,3) = —3-4+12-0+4-3 = 0 se verifica la condicién, por lo tanto forman
un triangulo rectdngulo.

Aunque no es necesario calcular el recto de productos escalares los hemos hecho por si algtin alumno no
ha tenido la suerte de que el primer producto escalar ha sido cero.

POeQS = (-3, 12, 4)e (7, —12, ~1) = —3-7+12-(~12) +4-(—1) = —169

P5eQ8=(4,0,3)e(7, —12, ~1)=4-7+0-(~12) +3-(~1) =25

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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ii) Si cumple el Teorema de Pitdgoras, el cudl nos dice que el lado mayor al cuadrado es igual a la suma de
los cuadrados de los otros dos lados, para ello necesitamos el médulo de los vectores calculados anterior-

mente, eligiendo la hipotenusa como el lado més grande.

1@( — /(=32 + (12 + (4)* = V169 = 13 u

P3[ = /@2 + (0 + (3) = V25 =5
Q8| = /(772 + (—12) + (-1)* = VoA u

2
(\/194) — 132 4 52
194 = 169 + 25

194 = 194, se verifica la igualdad por lo tanto forman un tridngulo rectangulo.

El tridngulo formado por los puntos P, Q y S es rectangulo puesto que uno de sus angulo es rectdn-

gulo o porque verifica el Teorema de Pitdgoras.

1

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2010. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 4.

[2,5 puntos] Halla la ecuacién del plano que es paralelo a la recta » de ecuaciones {

x=1-—5A
contiene a la recta s definida por { vy = —2+3A .
z=242A

x—=2y+11=0
2y+z—-19=0 Y

Antes expresaremos la recta r en forma paramétrica pa-
ra extraer de ella toda la informacién que podamos, pa-

ra ello resolveremos el sistema déndole a y el valor de

r:{x—2y+11:0 x—2y+11=0

2y+z—-19=0 |— y=0 —

y=0 2y+2z—-19=0
x—2-()+11 = x=—11+26

— y==0 — y=20
2-(0)+z—19 = z=19-20

La recta r expresada en forma paramétrica es

x=—11+26 x=-11+2-0
r= y=2~0 — y=0+4+1-6 conf € R
z=19—-26 z=19-2-0

P, (—11, 0, 19)

V,=(2,1, -2)

Obtenemos un punto y un vector director de la recta

S.
x=1-5\ P (1, =2, 2)
s = y=—-24+31 conA €R —
z=2+2A V. = (-5, 3,2)

Una recta r expresada en forma implicita (dos pa-
nos que se cortan) tiene la siguiente expresion.

= Ax+By+Cz+D =0
" | Ax+By+Cz+D' =0

La convertimos a forma paramétrica resolvien-
do el sistema formado por ambos planos, simple-
mente sustituyendo a una de las incégnitas por
un parametro.

Si alguna de las incognitas falta serd a ella a la

que le impongamos el parametro.

Si una recta s esta contenia en un plano 7, s C 7,
entonces sabemos que

m E] vector director de la recta también es un
vector directos del plano

Uy = Up

® El punto de la recta también es un punto
del plano
P, s = P T

Si una recta r es paralela a un plano 7, r || 7, en-
tonces el vector director de la recta coincidira con
un vector director del plano

By = B

—

r Vy
_H_

S
o
R m

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Definimos el plano 7t usando los vectores directores de ambas rectas y un punto de la recta s como un

punto del plano, por tanto el plano pedido en forma vectorial es

n=(xy2) =1,-22)+a(2,1, =2)+u(=5,3,2) cona, p € R

El plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta r expresado en forma vectorial es

n=(xy2) =1, -22)+a(2,1 -2)+u(-5,3 2) cona, p € R

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 3
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2010. SUPLENTE JUNIO. OPCION B.EJERCICIO 4.

Sean los puntos A (1, 1, 1), B(—1,2,0),C(2,1,2)y D (t, -2, 2).
a) [1,25 puntos] Determina el valor de f para que A, B, Cy D estén en el mismo plano.
b) [1,25 puntos] Halla la ecuacién de un plano perpendicular al segmento determinado por A y B, que

contenga al punto C.

a) Creamos tres vectores partiendo desde un mis- |

Si cuatro puntos se encuentran en el mismo plano

mo punto que serdn en nuestro caso 1@, zﬁ y
AD

quiere decir que existe combinacién lineal entre
los vectores formados por ellos, puesto que para
definir un plano solo es necesario dos vectores in-

1@ =B-A=(-1,2,0-(1,1,1)=(-2,1, -1) dependientes.

AC=C-A=(21,2)—(1,1,1)=(1,0, 1)

AD=D—-A=(t, —2,2)—(1,1,1)=(t—1, -3, 1) P
A { ]

A4
Observando los resultados obtenidos nos damos cuenta SeCrn

que los vectores 1@ y AC son independientes, sus coor-
denadas no son proporcionales, como para definir un

plano solo es necesario dos vectores independientes si los Al existir combinacion lineal entre ellos gracias
p . P a las propiedades de los determinantes sabemos

usaramos creariamos un plano que contendria a los pun- prop .
que el determinante formado por los tres vectores

tos A, By C pero el enunciado nos indica que debe incluir debe ser nulo.

también al punto D, por lo tanto para que incluya a dicho
punto el vector AD deberia poder expresarse como com-
binacién lineal de los anteriores vectores y gracias a las propiedades de los determinantes sabemos que si
existe combinacion lineal el determinante vale cero, es decir para que D pertenezca al plano obligaremos a

que el determinante formado por los tres vectores sea nulo.

2 1 1 -7 A 1 L
1 0 1 | 2EEh_ ) 1 g o1 | =-(1) o | =) -1 7)) =
F-1 -3 1 -7 ¢ —2

24+t—-7=t-5

Comodebesernulot—5=0—¢t=5

Los cuatro puntos estardn contenidos en el mismo plano para t = 5.

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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b) Para determinar un plano en forma general necesita- (N

mos su vector normal y un punto por el que pase di- Si un plano es perpendicular a un segmento en-

cho plano, como el enunciado nos indica que es per- tonces sabemos que el vector formado por cual-

. uiera de los puntos de dicho segmento coincidi-
pendicular al segmento AB entonces sabemos que el T p 0 558
ré con el vector normal de mi plano.

vector normal del plano coincidird con el vector for-

AR —
mado por los puntos A y B y como debe pasar por 7 L AB — ity = AB.
el punto A entonces dicho punto serd un punto de mi Ademas como el plano debe pasar por el punto A
plano. entonces dicho punto coincidird con un punto de
mi plano.
AB 1 7t n_%:ﬁ Ccmn—P=C
T=
Cem: Pr=C(21,2) lB
ny
1
El vector 1@ lo tenemos calculado en el apartado ante- AB
rior.
°C

|

M =AB=B-A=(-21, -1)

(2
>

La ecuacion general de un plano es de la forma m =
Ax 4+ By + Cz+ D = 0, donde las constantes A, By C
representan las componentes de su vector normal, como

iy = (=2, 1, —1) sabemos que A = —2, B =1y C = —1, por lo tanto el plano pedido serd de la forma:

=
Il

—2-x+(1)-y+(-1)-z+D =0

n=-2x+y—z+D=0

Nos falta por determinar D, para ello el enunciado nos indica que mi plano debe pasar por el punto
C(2, 1, 2), por lo tanto dicho punto coincidird con un punto de mi plano, C C m — P, = C(2, 1, 2),
como sabemos que si un punto pertenece a un plano este debe verificar su ecuacion, sencillamente susti-
tuimos las coordenadas del punto P en la ecuacién del plano.

=-2x+y—z+D=0 . -2-(2)+(1)-1-(2)+D=0
C(21,2) D=5

El plano pedido en forma generales 1 = —2x+y—z+5=0.

La ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por C en forma general o implicita es
n=-2x+y—z+5=0.
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2010. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 4.

Considera los puntos A (1, 2, 1) y B(—1, 0, 3).
a) [1,25 puntos] Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el segmento AB en tres partes iguales.
b) [1,25 puntos] Halla la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB y que pasa por A.

a) Debemos de dividir el segmento en tres partes igua- ] ”siio

les, para ello necesitamos obtener los puntos que deno- Dividir un segmento en partes iguales no es mas
que una relacion de proporcionalidad entre los

minaremos C y D. El punto C lo obtendremos mediante
vectores que podemos formar con ellos, en el ca-

la relacién de proporcionalidad entre los vectores AB y so concreto de dividir un segmento en tres partes
AC. iguales podemos darnos cuenta que se cumplen
zﬁ =3 AP las siguientes condiciones:

m El vector AB es tres veces el vector AC.

B—A=3-(C—A)

AB=3-AC
1
B—A=3C-3A C=3 (B+24)
B— A+3A=23C m El punto D es el punto medio de los puntos

C y B, para calcularlo podemos aplicar la

=)
=
=)
3
)
<
=
==
<
-
=)
=
@)
Z
25
=
&
25
[
-
©)
>
2
=
25
=
<
~
<
[
)
=
O
Z
25
Z
25
=
==
25
[

1 expresion del punto medio.
C=5-(B+2A) (1)
3 ,_C+B
=
Sustituimos los datos en la expresion obtenida (1) para
determinar el punto C. 'ﬁ ,C_> ,D .B
AB .
1 — :
==-[(—1 2-(1,2,1)] = AC
C=31-1,0,3)+2:(1,2 1)) A,
1
=3 1(=103)+(2 4 2)]=

1

)

W W~
W a1

7

W[ =

1
(1, 4,5) = (5,
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El punto D es el punto medio de C y B, por lo tanto solo debemos aplicar la expresiéon del punto medio
para obtenerlo.

! 1 4053

Solucion:

145
Las coordenadas de los puntos que dividen el segmento en partes iguales son C (3, 3 3) y

5 127
553

b) Para determinar un plano en forma general necesita- e

mos su vector normal y un punto por el que pase di- ST [pII0) G o D s en 12 £ Bl EEettenkio) G-
tonces sabemos que el vector formado por cual-

ho plano, como el enunciado nos indica que es per- : . o
cho plano, ! p quiera de los puntos de dicho segmento coincidi-
pendicular al segmento AB entonces sabemos que el r4 con el vector normal de mi plano.
vector normal del plano coincidird con el vector for-

1L 4B — i} = AB.
mado por los puntos A y B y como debe pasar por " o

el punto A entonces dicho punto serd un punto de mi Ademas como el plano debe pasar por el punto A
plano. entonces dicho punto coincidird con un punto de
mi plano.
ACn—Pr=A
AB Ln: i = AB .
T=
Aem: Pr=A(1,21) B
N
M
Calculamos el vector 1@ . AB
A
i, =AB=B—A=(-1,03)—(1,2 1) = n

= (-1-1,0-2,3-1)= (-2, -2, 2)

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 7
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La ecuacion general de un plano es de la forma m = Ax 4+ By + Cz + D = 0, donde las constantes A, By C
representan las componentes de su vector normal, como n_7>1 = (-2, -2, 2) sabemos que A = —2, B = -2

y C = 2, por lo tanto el plano pedido sera de la forma:

=-2-x+(-2)-y+2-z+D=0

=-2x-2y+2z+D =0

Nos falta por determinar D, para ello el enunciado nos indica que mi plano debe pasar por el punto
P (2, 3, —1), por lo tanto dicho punto coincidird con un punto de mi plano, A C m — P, = A(1, 2, 1),
como sabemos que si un punto pertenece a un plano este debe verificar su ecuacién, sencillamente susti-

tuimos las coordenadas del punto P en la ecuacién del plano.
=-2x—-2y+2z+D=0 o —2-(1)=2-(2)+2-(1)+ D=0
A(1,2,1) D=4

El plano pedido en forma general es 7 = —2x — 2y + 2z + 4 = 0 que podemos simplificarlo dividiéndolo
entre —2 paraobtener t =x+y—z—2=0.

La ecuacién del plano perpendicular al segmento AB que pasa por A en forma general o implicita

est=x+y—z—2=0.

1 8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2010. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION B.EJERCICIO 4.

Considera el plano 7t definido por 2x — y + nz = 0 y la recta r dada por

x—1 y z-1

m 4 2

a) [1,25 puntos] Calcula m y n para que la recta r sea perpendicular al plano 7.

b) [1,25 puntos] Calcula m y n para que la recta r esté contenida en el plano 7.

Antes de resolver ninguno de los apartados extraemos la

informacién del plano 7t y la recta r facilitada por el enun-

ciado.

El plano 7t se encuentra dado en forma general, podemos
obtener su vector normal.
nsz—yA—nz:O—Hfl_%: (2, -1, n)

Mientras que la recta r nos la facilitan en forma paramé-

trica, pudiendo obtener un punto de la recta y su vector

director.

x=1 y z—-1
=T T 1T 2
x—=1 y-0 =z-1
ST T 4 T 2

P (1,0, 1)

a) Nosotros sabemos que una recta r es perpendi-
cular a un plano 7 siempre que el vector direc-
tor de la recta sea paralelo al vector normal de
un plano, es decir que sean proporcionales, impo-
niendoles dicha condicién obtendremos una ecua-
cién que nos permitird obtener las constantes m y
n.

m
—_— = —— = —
rim=5===4

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.

Una recta r expresada en forma continua tiene la

expresion:

01 U2 U3

Donde los valores a, b y c representan un
punto de la recta pero con el signo cambiado,
P, = (a, b, c). Mientras que los valores que nos
encontramos en el denominador son su vector

director. 07 = (v1, v, V3).

Un plano 7t expresado en forma general tiene la
siguiente expresion

Ax+By+Cz+D =0

Donde las constantes A, B y C representan el

vector normal del plano, n,; = (A, B, C).

Dos vectores i’ (u1, up, uz)y 7 (v1, v, v3) son
paralelos si son proporcionales, es decir

251 Us us

01 U2 - U3

—

Ng

ES

1
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Hemos obtenido una triple igualdad, para resolverla igualamos dos a dos.

= 1 =2-4 = -8
s=—p ~1'm 4 —>m=—
——72 4.-n=-1 2—>n——71
-1 PR . 2

Ny

Los valores de m y n que hacen que la recta r sea perpendicular al plano 7w son —8 y —5 respectiva-

mente.

b) Si la recta r se encuentra contenida en el plano 7 sabe-
mos que el vector director de la recta r debe ser perpen-
dicular al vector normal de mi plano.

U_y> 1 71_>7T — v_r> ° 71_>7T =0

o eny = (m4,2) 02, —1,n) =m-2+4-(=1)+2-
n=2m-—4+2n

Como dicho producto debe valer cero acabamos de obte-

ner la siguiente ecuacion
2m+2n—-4=20

La condicién anterior no es suficiente para que la rec-
ta se encuentre contenida en el plano, puesto que cual-
quier recta paralela a ella también la verifica, es nece-
sario imponerle una segunda condicién, al estar con-
tenida en el plano cualquier punto de la recta tam-
bién debe pertenecer al plano, sencillamente sustitui-
mos las coordenadas del punto P, en la ecuacién del
plano.

mn=2x—y+nz=20 . 2-(1)—(0)+n-(1)=0
P, (1,0, 1) 24n=0

Para que una recta r con v_r> (ug, up, uz) y
P, (a1, ap, a3) se encuentre contenida en un plano
7t se deben verificar dos condiciones:

1. Elvector director de la recta r debe ser per-
pendicular al vector normal del plano, es
decir que el producto escalar entre ellos de-
be ser cero.

Uy Lng —v,eng; =0

2. Un punto cualquiera de mi recta debe
pertenecer al plano, para comprobarlo so-
lo debemos sustituir las coordenadas del
punto de la recta en la ecuacién del plano
y verificar que se cumple la igualdad.

ny

1
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Resolvemos el sistema de ecuaciones formada por 2m +2n —4 =0y 2+n = 0.

2m+2n—4=0 2m+2n—4=0 2m+2-(-2)—4=0 m=4

24+n=0 n=-2 n=-2 n=-2

Param = 4y n = —2la recta r se encontrara contenida en el plano 7.
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2010. RESERVA A.OPCION A.EJERCICIO 4.

Considera los puntos A (1, 0, 2), B(—1, 2, 4) y la recta r definida por

x+2 ,
2 VT

z—1

(a) [1,5 puntos] Determina la ecuacién del plano formado por los puntos que equidistan de A y B.

(b) [1 punto] Halla la ecuacién del plano paralelo a r y que contiene los puntos A y B.

a) Si A y B son simétricos respecto del plano 7 sig-
nifica que la recta que une dichos punto es perpen-
dicular al plano, » L m© — w©v, = n, por lo
tanto el vector normal de la recta (definido por los
puntos A y B coincidird con el vector normal del
plano) y que el plano se encuentra justo en la mi-
tad del segmento que los une, es decir que un pun-
to del plano es el punto medio definido por A y
B.

Primero calculamos el vector normal de mi plano que

coincidird con el vector 1@ .

i =AB=B—A=(-1,24)—(1,02) =
=(-1-1,2-0,4-2) =
=(-2,2,2)

A continuacién obtenemos el punto del plano que coin-

cidird con el punto medio determinado por los puntos

facilitados en el ejercicio.

A+B 1
Pr=M=—5—= 31102 +(-12 4
1
:E-(1+(—1), 042 2+4)=

—_

(0,2, 6)=(0, 1, 3)

N |

Para determinar el plano 7t respecto del cual P y

Q son simétricos.

m El plano es perpendicular a la recta defini-
da por dichos puntos.

sl m—vs=ng
siendo vs = PQ

= Como los puntos son simétricos respecto
del plano, entonces el plano se encuentra
a la mitad del segmento que los une, por lo
tanto pasa por su punto medio M.

Pr=M

P+
siendo M = 7Q

® Definimos el plano en forma general.
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Como la ecuacién general de un plano es de la forma m = Ax + By + Cz + D = 0, donde las constantes
A, By C representan las componentes de su vector normal, como n_7>1 = (-2, 2, 2) sabemos que A = -2,

B =2y C =2, por lo tanto el plano pedido serd de la forma:
=-2x+2-y+2-z4+D=0

=-2x+2y+2z+D =0

Nos falta por determinar D, como debe pasar por el punto P, (0, 1, 3), sabemos que si un punto pertenece
a un plano este debe verificar su ecuacién, sencillamente sustituimos las coordenadas del punto M en la
ecuacion del plano.

= 2x4+2y+22+D=0 —2-(0)4+2-(1)4+2-(3)+D=0

Pﬂ(0/1/3) D:—S

La ecuacién del plano pedido que cumple con las condiciones indicadas en el enunciado es m =
—2x+2y+2z—-8=0.

b) Antes de empezar a resolver el ejercicio obtendre- )

mos la informacién de la recta facilitada en forma con- Una recta 7 expresada en forma continua tiene la
. expresion:
tinua.
x—a y—-b z-—c
r= = =
x+2 z—1 41 (%] U3
Y = —= y — =
2 3 Donde los valores a, b y c representan un pun-
X — (_2) y— 1 -1 to de la recta pero con el signo cambiado, P, =
r= = = (a, b, ¢) . Mientras que los valores que nos encon-
2 1 3 . .
tramos en el denominador son su vector director.
_>
P (-2,1,1) vy = (v1, v, V3).

La recta r expresada en forma paramétrica es

x=-—-2+42A
r= y=1+A con A € R
z=1+4+3A

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 2 3
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Si un plano es paralelo a una recta se cumple que
el vector director de la recta debe de coincidir con el
vector director de mi plano y si este plano contiene
a los puntos A y B entonces dichos puntos pertene-

cen al plano y podemos formar un vector director con

ellos.
rllm: =1 =(21,3)
mT={Aem: P,=A(10,2)
Bem: Pr=B(-1,2,4)

Podemos definir un plano con dos vectores directo-
res libres y un punto, el vector que nos falta es-
tard formado por vector que une los puntos A y
B:

= AB=B-A=(-1,24)—(1,0,2) =

Calculamos el plano pedido:

x—1 y—0 z-2
T=| 2 1 3 | =

-2 2 2
13 2 3 2 1
== (x—1 — : - =
e VH W ) M I R GRS el
m==(x-1)-(-4) = (y) (10) +(z-2)-(6) =
m==—4x+4—-10y+6z—-12= —4x—-10y+6z2—-8 =0

Simplificamos el plano obtenido dividiéndolo entre —2

Si un plano es paralelo a una recta entonces sabe-
mos que el vector director de la recta coincidira
con uno de los vectores directores del plano, ade-
mas si un plano contiene a dos puntos sabemos
que un vector directo del plano coincidira con el
vector formado por dichos puntos.

-

r Vy
_H_

B
v; A
A / -
m

La ecuacion general de un plano formado por

sus vectores directores ¥ = (v1,v2,03), U =
(11, up,u3) y un punto P (a,b, c), se obtine como:

x—a y—b z—c

|
Il

01 (%) U3 =0
Uy uz us

m=2x+5y—-3z+4=0

La ecuacién del plano pedido que cumple con las condiciones indicadas en el enunciado es © =
2x +5y—3z+4=0.
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2010. RESERVA A.OPCION B.EJERCICIO 4.

Considera los puntos A (1, 1, 1), B(0, =2, 2),C(—1,0,2)y D (2, -1, 2).

(a) [1 punto] Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D.

(b) [1,5 puntos] Determina la ecuacién de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene
alos puntos A, By C.

a) El volumen de un tetraedro podemos calcularlo mediante la siguiente expresion

V—é.‘ﬁ.(ﬁxﬁ)‘ (1)

Para ello debemos de obtener z@, fﬁ, zﬁ, 1@ ° (R X /ﬁ)) y ‘1@ ° (R X /ﬁ)) ‘
AB=B-A=(0,-2,2)— (1,1, 1) = (-1, -3, 1)
AC=C-A=(-1,02)—(1,1,1) = (-2 ~1,1)

AD=D-A=(2 -1,2)—(1,1,1) = (1, -2, 1)

1 -3 1 2 1 ¢ 4
ﬁ.(ﬁx/ﬁ): o 11| 2L 3 1 g =1 T T | ==5
1 ) 1 h=E-F 1 _ X -3 1

‘ﬁ.(@xﬁ)‘:yf5125

Sustituimos los datos en la expresion del volumen (1)

5
El volumen del tetraedro pedido en el enunciado es A

3
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b) Antes de comenzar necesitamos crear el plano forma-
do por los puntos A, By C, para ello usaremos como vec-
tores directores del plano los vectores AB y R, calcula-
dos en el apartado anterior y como un punto del plano el
punto A.

o, =AB=B—A=(-1, -3, 1)

Calculamos el plano pedido:

x—1 y—1 z-1

=] —1 -3 1 | =
-2 -1 1
-3 1 -1 1 -1
= (x—1 —(y—1)- +(z—1
(=1 >‘_21< ),

=@x=1)-(=2)=@-1)-M)+(=z-1)-(-5)

=-2x+2-y+1-52+5=-2x—y—-52+8=0

La ecuacion general de un plano formado por
sus vectores directores ¥ — (v1,v2,03), w =
(u1,up,u3) y un punto P (a,b, ¢), se obtiene como:

x—a y—b z—c

<
Il

01 (%] U3

Ui uz us

>
3

Como la recta r debe ser perpendicular al plano 7, el vector normal del plano debe de coincidir con el

vector director de la recta, y también debe pasar por el punto D (2, —1, 2) entonces dicho punto serd un

punto de mi recta.

2 6
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La ecuacion en forma paramétrica de la recta pedida es:

r = y:—l—l./\—> y:—l—/\COl’l/\GIR

Solucion:

La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano formado por los puntos A, By C es r =

x=2-—-2A
y=—-1—A conA €R
z=2-—5A

2
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2010. RESERVA B. OPCION B.EJERCICIO 4.

Sean los puntos A (2, A, A), B(—=A,2,0)yC(0, A, A —1).

a) [1 punto] ;Existe algin valor de A € R para el que los puntos A, B y C estén alineados? Justifique la
respuesta.

b) [1,5 puntos] Para A = 1 halla la ecuacién del plano que contiene al tridngulo de vértices A, By C. Calcula

la distancia del origen de coordenadas a dicho plano.

a) Creamos dos vectores partiendo desde un mismo pun- |

- _ - _
to que serdn en nuestro caso AB yAC. Dos vectores son i = (u,upu3) y v =
(v1,v2,v3) son paralelos sin son proporcionales,

por tanto deben de cumplir la siguiente condi-

AB=B—A=(-A20)—(2 A A) =

cion.

=(A-2,2-A, —A) .

01 U2 a U3

AC=C—-A=(0, A, A=1)— (2, A, A) =
— (=2,0, —1)

Si los tres puntos se encuentran alineados entonces los vectores formados entre ellos deben de ser parale-
los, es decir proporcionales, por lo tanto
A=2 2—-A —=A
-2 0 -1

Tenemos una triple igualdad que resolveremos igualando dos a dos.

A—=2 2—-A
2—A —A

Hemos obtenido la misma solucién por lo tanto es vélida.

Los tres puntos estardn alineados para A = 2.

2 8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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b) Para A = 1 tenemos los siguientes puntos

A(2,1,1), B(=1,2,0) yC(0, 1, 0) & °B
A

Para formar un plano con tres puntos estos no de- A 3eC 1y

ben estar alineados, condicién que no hace falta que

comprobemos puesto que el enunciado nos dice que N
h f . 1 Sean U = (ug,up,u3)y v = (vq,v2,03) dos vec-
dichos puntos conforman un triangulo y para que o @zt @l o Fa vy AR, Gy, 7))

ocurra los puntos no deben estar alineados, debe- punto de este, podemos expresar el plano en for-
mos obtener dos vectores libres, por ejemplo AB y ma general mediante la siguiente expresion

AC.

X—a1 Yy—dp zZ—asz
=0

|
1l

up uz us
01 (%] 03

AB=B-A=(-1,20-(211)=

La distancia de un punto A (a1, ap, a3) a un plano
m = Ax+ By + Cz+ D = 0 se puede calcular
como

=(-1-2,2-1,0-1) = (=3, 1, 1)

AC=C-A=(0,1,0-(21,1)= A0+ B0y +C a3+ D)

2.2 2
\/ a1+ ay+a3

dist (A, ) =

—(0-2,1-1,0-1)=(-2,0, —1)

Los vectores calculados son los vectores directores del plano pedido y uno de los puntos, que para facilitar-
nos los célculos elegiremos el punto C (Como en el enunciado nos preguntan la distancia entre un punto y

un plano para aplicar la expresioén de la distancia necesitamos el plano en forma general).

x—0 y—1 z-0

1 -1 -3 -1 -3 1
n=| -3 1 -1 |=x- —(y—1)- +z- =
0 -1 -2 -1 -2 0
-2 0 -1
=x-(-1)-(y—-1)-B-2)+z-2=—x—y+1+2z2>n=—-x—y+2z+1=0
Para calcular la distancia desde el origen de coordenadas, O (0, 0, 0), al planow = —x—y+2z+1 =10

aplicaremos la expresion de la distancia de un punto a un plano.

—1-04+(=1)-0+2-0+1 1 1 V6
dist(O,rr):| (1) |:u:—u:—u

V12 4+ (124 (2)

B
(o)}
(o)}

El plano formado por los tres puntos dados en el enunciado paraA =lesm = —x—y+2z+1=0

R 1 Ve
y su distancia al origen de coordenadas es — u = — u.

N
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