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2010. TITULAR JUNIO.OPCION A.EJERCICIO 4.

Considera las rectas r y s de ecuaciones

x—2y=-1

*ol=y=l-zy { ytz=1

a) [0,75 puntos] Determina su punto de corte.
b) [1 punto] Halla el &ngulo que forman r y s.
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) [0,75 puntos] Determina la ecuacién del plano que contiene a r y s.

Antes de resolver ninguno de los apartados expresare- N

mos la recta r y s en forma paramétrica para facilitarnos D e  CopIiEste ) e forivie) ol i (ed e

p . .. nos que se cortan) tiene la siguiente expresion.
los célculos y extraer de ella toda la informacién que po- a 8 P
damos. r:{ Ax+By+Cz+D =0

Alx+By+Cz+D =0

En el caso de la recta r, obtenemos un punto y un vector WLy oyt 8Os @ Horie pRIAIEEe faolvii

. do el sistema formado por ambos planos, simple-
director. ) o
mente sustituyendo a una de las incégnitas por

un parametro.

rex—l=y=1-z Si alguna de las incognitas falta serd a ella a la

ue le impongamos el parametro.
x—1 y—(0) z-1 1 pons P

r= = =

Una recta r expresada en forma continua tiene la

P (1,0, 1) siguiente expresion.

% r = = =

vy =(1,1, -1) U1 vy U3

L. Donde los valores a, b y c representan un pun-

La recta r expresada en forma paramétrica es .
to de la recta pero con el signo opuesto, P, =

(a, b, ¢), mientras que los valores del denomi-

x=1+1-6 nador son las coordenadas de su vector director,
r=¢ y=0+1-0 conf € R vy = (01, 2. 03).
z=1—-1-0

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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En el caso de la recta s, resolveremos el sistema ddndole a y el valor de A.

S:{x—Zy:—l x—2y=-1
y+z=1 - y=A —
y=A y+z=1
x—2A = -1 x=—-1+2A
- y=A - y=A
Adz=1 z=1-A

La recta s expresada en forma paramétrica es
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x=—1421 x=-142-A P, (=1, 0, 1)
S=4q y=A y=04+1-A conAeR —
z=1-A z=1-1-A =21, -1)

a) Para determinar el punto de corte entre dos rectas, solo o ———

debemos resolver el sistema formado por ellas, igualan- e SR N G e ) L

do sus coordenadas dos a dos.

xX=a+uvA
r=q y=b+wmA
x=1+26 z=c+ vz
"= y:9 S t érico G 1 f d i
s—1-0 140=—1+21:0—21=—2 upu-nogenerlco + es el formado por propias
ecuaciones de la recta.
0=A
x=-1+4+2A 1-6=1—-X,06=A Gr(a+v1A, b+ 1A, c+v3A)
S= y=A
z=1-—A

. - D . 1 .
Resolvemos el sistema obtenido, dando nos cuenta que 0s vectores son i y ' son perpendiculares si

. . . su producto escalar es cero.
las dos ultimas ecuaciones son iguales.

UL Tsined =0

0 —2A = -2 0—20=-2 0=2
— — —
f=A f=A f=A
=2
%
A=2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. @08 5
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Se trata de un Sistema Compatible Determinado, al obtener una tinica solucién para cada una de las in-

cognitas, por lo tanto ambas rectas se cortan en un tnico punto, para determinarlo sustituimos 6 = 2 en la

rectar o A = 2 en la recta s (en ambos casos debe darnos el mismo punto).

=1+
z=1-0 |— y=2 —1(3,2, —1)

z=1-2=-1

El punto de interseccion entre las rectas r yses I (3, 2,

7).

b) Determinamos el dngulo formado por dos rectas se-
cantes (gracias al apartado anterior sabemos que las dos
rectas son secantes puesto que solo tienen un tinico pun-
to en comtn) mediante la definicién geométrica del pro-
ducto escalar usando sus vectores directores, calculados

al inicio del ejercicio.

27 o 92| = [[27] |22 - cos (0723)
(77
o0 = i)
o7, = oe T (1)
RN R
Calculamos{?foa? , U—;HyHFgH

La definicién geométrica del producto escalar de
dos vectores i/ (ug,up,u3) y K4 (v1,02,03) es

7 o 7] = |2 [ 7] -cos )

donde

707:u1v01+u2-vz+u3vv3

1] = \/ud + 13 +43
7]l = /of + 03+ 23

vyev.=(1,1 -1)e(2,1, —1)=1-241-14(=1)- (1) =4

V3

77| = \/12+12+(—1)2

|32 = /22 + 12+ (1) = V6

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Sustituimos los datos en (1) para obtener el angulo pedido.

4 4
0,05 = arcos | ——— | = arcos | — | ~ 19,4712°
w ( V3 ﬁ) ( \/ﬁ>

El angulo que forman las rectas r y s es 19,4712°.

c) Para determinar un plano necesitamos un pun-

tos y sus dos vectores directores, en este caso el Para definir un plano formado por dos rectas que

. se cortan sabemos
plano contiene a las rectas r y s por tanto los

vectores directores de la recta coincidirdn con los

vectores directores del plano y cualquier punto de . l}
n v
las rectas serd un punto de mi plano, por lo tan- e
to |
P, P, (1,0, 1) .
mw — Ly 7 ’
rCmw—
{ vr =10 =(1,1, -1)
T
PTL' = I (_1/ O/ 1)
sCTmT— NI i) El vector directo de la recta r siempre coincidira
vr=vs = (2,1, —1) . .
con un vector director del plano que lo contiene.

Definimos el plano pedido en forma vectorial usan- ii) El vector director de la recta s siempre coincidi-

rd con un vector director del plano que lo contie-

do los vectores directores de las rectas y por ejem- e

plo el punto de la recta r, aunque daria igual a iii) Un punto de cualquiera de las rectas coincidira

ver usado el de la recta r o el punto de inter- con un punto del plano que las contiene.

seccion entre las rectas calculado en el apartado

a)

m=(xy z)=(1,01+a(1,1 -1)+p(2, 1, -1),
cona,f R

El plano que contiene a las rectas r y s es 1 = (x,y,z) = (1,0,1) +a(1,1, -1) +
B(2,1, —1),cona, B € R.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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2010. SUPLENTE JUNIO. OPCION A.EJERCICIO 4.

Considera las rectas r y s de ecuaciones

x—2y=-1

*ol=y=l-zy { ytz=1

a) [0,75 puntos] Determina su punto de corte.
b) [1 punto] Halla el &ngulo que forman r y s.
) [0,75 puntos] Determina la ecuacién del plano que contiene a r y s.

Antes de resolver ninguno de los apartados expresare- N

mos la recta r y s en forma paramétrica para facilitarnos D e  CopIiEste ) e forivie) ol (ed e

P . . nos que se cortan) tiene la siguiente expresion.
los célculos y extraer de ella toda la informacién que po- a 8 P
damos. r:{ Ax+By+Cz+D =0

Ax+By+Cz+D =0

En el caso de la recta r, obtenemos un punto y un vector WLy oyt 8Os @ Forie pRIAIEEie faolvii

. do el sistema formado por ambos planos, simple-
director. ) o
mente sustituyendo a una de las incégnitas por

un parametro.

rEx—l=y=1-z Si alguna de las incognitas falta serd a ella a la

ue le impongamos el parametro.
x—1 y—(0) z-1 1 pons P

r= = =

Una recta r expresada en forma continua tiene la

P (1,0, 1) siguiente expresion.

% r = = =

oy =(1,1, -1) v vy 3

L. Donde los valores a, b y c representan un pun-

La recta r expresada en forma paramétrica es .
to de la recta pero con el signo opuesto, P, =

(a, b, ¢), mientras que los valores del denomi-

x=1+1-6 nador son las coordenadas de su vector director,
r=¢ y=0+1-0 conf € R vy = (01, 2. 03).
z=1—-1-6

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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En el caso de la recta s, resolveremos el sistema ddndole a y el valor de A.

S:{x—Zy:—l x—2y=-1
y+z=1 - y=A —
y=A y+z=1
x—2A = -1 x=—-1+2A
- y=A - y=A
Adz=1 z=1-A

La recta s expresada en forma paramétrica es

x=—1421 x=-142-A P, (=1, 0, 1)
S=4q y=A y=04+1-A conAeR —
z=1-A z=1-1-A =21, -1)
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a) Para determinar el punto de corte entre dos rectas, solo o ———

debemos resolver el sistema formado por ellas, igualan- e SR N G e ) L

do sus coordenadas dos a dos.

xX=a+uvA
r=q y=b+wmA
x=1+26 z=c+ vz
"= y:9 S t érico G 1 f d i
s—1-0 140=—1+21:0—21=—2 upu-nogenerlco + es el formado por propias
ecuaciones de la recta.
0=A
x=-1+4+2A 1-6=1—-X,06=A Gr(a+v1A, b+ 1A, c+v3A)
S= y=A
z=1-—A

. - D . 1 .
Resolvemos el sistema obtenido, dando nos cuenta que 0s vectores son i y ' son perpendiculares si

. . . su producto escalar es cero.
las dos ultimas ecuaciones son iguales.

UL Tsined =0

0 —2A = -2 0—20=-2 0=2
— — —
f=A f=A f=A
=2
%
A=2

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. @08 9
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Se trata de un Sistema Compatible Determinado, al obtener una tinica solucién para cada una de las in-

cognitas, por lo tanto ambas rectas se cortan en un tnico punto, para determinarlo sustituimos 6 = 2 en la

rectar o A = 2 en la recta s (en ambos casos debe darnos el mismo punto).

=1+
z=1-0 |— y=2 —1(3,2, —1)

z=1-2=-1

El punto de interseccion entre las rectas r yses I (3, 2,

7).

b) Determinamos el dngulo formado por dos rectas se-
cantes (gracias al apartado anterior sabemos que las dos
rectas son secantes puesto que solo tienen un tinico pun-
to en comtn) mediante la definicién geométrica del pro-
ducto escalar usando sus vectores directores, calculados

al inicio del ejercicio.

27 o 92| = [[27] |22 - cos (0723)
(77
o0 = i)
o7, = oe T (1)
RN R
Calculamos{?foa? , U—;HyHFgH

La definicién geométrica del producto escalar de
dos vectores i/ (ug,up,u3) y K4 (v1,02,03) es

7 o 7] = |2 [ 7] -cos )

donde

707:u1v01+u2-vz+u3vv3

1] = \/ud + 13 +43
7]l = /of + 03+ 23

vyev.=(1,1 -1)e(2,1, —1)=1-241-14(=1)- (1) =4

V3

77| = \/12+12+(—1)2

|32 = /22 + 12+ (1) = V6

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Sustituimos los datos en (1) para obtener el angulo pedido.

4 4
0,05 = arcos | ——— | = arcos | — | ~ 19,4712°
n ( V3 ﬁ) ( \/ﬁ>

El angulo que forman las rectas r y s es 19,4712°.

c) Para determinar un plano necesitamos un pun-

tos y sus dos vectores directores, en este caso el Para definir un plano formado por dos rectas que

. se cortan sabemos
plano contiene a las rectas r y s por tanto los

vectores directores de la recta coincidirdn con los

vectores directores del plano y cualquier punto de . l}
n v,
las rectas serd un punto de mi plano, por lo tan- e
to |
P, P, (1,0, 1) .
mw — Ly 7 ’
rC7m—
{ or =10 =(1,1, 1)
T
PTL' = I (_1/ O/ 1)
sCTmT— NN i) El vector directo de la recta r siempre coincidira
vr=vs = (2,1, —1) . .
con un vector director del plano que lo contiene.

Definimos el plano pedido en forma vectorial usan- ii) El vector director de la recta s siempre coincidi-

rd con un vector director del plano que lo contie-

do los vectores directores de las rectas y por ejem- e

plo el punto de la recta r, aunque daria igual a iii) Un punto de cualquiera de las rectas coincidira

ver usado el de la recta r o el punto de inter- con un punto del plano que las contiene.

seccion entre las rectas calculado en el apartado

a)

7= (xyz)=(1,01+a(1,1 -1)+p(2, 1, -1),
cona,f R

El plano que contiene a las rectas r y s es 1 = (x,y,z) = (1,0,1) +a(1,1, -1) +
B(2,1, —1),cona, B € R.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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2010. RESERVA A.OPCION B.EJERCICIO 4.

Considera los puntos A (1, 1, 1), B(0, -2, 2),C(—1,0,2)y D (2, -1, 2).

(a) [1 punto] Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D.

(b) [1,5 puntos] Determina la ecuacién de la recta que pasa por D y es perpendicular al plano que contiene
alos puntos A, By C.

a) El volumen de un tetraedro podemos calcularlo mediante la siguiente expresion

V—é.‘ﬁ.(ﬁxﬁ)‘ (1)

Para ello debemos de obtener z@, fﬁ, zﬁ, 1@ ° (R X /ﬁ)) y ‘1@ ° (R X /ﬁ)) ‘
AB=B-A=(0,-2,2)— (1,1, 1) = (-1, -3, 1)
AC=C-A=(-1,02)—(1,1,1) = (-2 ~1,1)

AD=D-A=(2 -1,2)—(1,1,1)=(1, -2, 1)

1 -3 1 2 1 ¢ 4
ﬁ.(ﬁx/ﬁ): o o1 | 2SR 3 1 g =1 T T | =-5
1 ) 1 h=E—-F 1 _ X -3 1

‘ﬁ.(@xﬁ)‘:yf5125

Sustituimos los datos en la expresion del volumen (1)

5
El volumen del tetraedro pedido en el enunciado es A

3

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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b) Antes de comenzar necesitamos crear el plano forma-
do por los puntos A, By C, para ello usaremos como vec-
tores directores del plano los vectores AB y R, calcula-
dos en el apartado anterior y como un punto del plano el
punto A.

o =AB=B—A=(-1, -3, 1)

2= AC=C—A=(-2,-1,1)

Calculamos el plano pedido:

x—1 y—1 z-1

n=| —1 -3 1 | =
-2 -1 1
-3 1 -1 -1
=(x—1 —(y—1)- +(z—1
(=1 >‘_21< ),

=-2x+2-y+1-52+5=-2x—y—-52+8=0

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

La ecuacion general de un plano formado por
sus vectores directores ¥ = (v1,v2,03), w =
(u1,up,u3) y un punto P (a,b, ¢), se obtiene como:

x—a y—b z—c

Como la recta r debe ser perpendicular al plano 7, el vector normal del plano debe de coincidir con el

vector director de la recta, y también debe pasar por el punto D (2, —1, 2) entonces dicho punto serd un

punto de mi recta.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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La ecuacion en forma paramétrica de la recta pedida es:

r= y:—l—l./\—> y:—l—/\COl’l/\GIR

Solucion:

La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano formado por los puntos A, By C es r =

x=2-—-2A
y=—-1—A conA €R
z=2-—5A

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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