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2010. Titular Junio. Opción A. Ejercicio 4.

Considera las rectas r y s de ecuaciones

x − 1 = y = 1 − z y


x − 2y = −1

y + z = 1

a) [0,75 puntos] Determina su punto de corte.
b) [1 punto] Halla el ángulo que forman r y s.
c) [0,75 puntos] Determina la ecuación del plano que contiene a r y s.

Una recta r expresada en forma implícita (dos pa-
nos que se cortan) tiene la siguiente expresión.

r ≡


Ax + By + Cz + D = 0
A′x + B′y + C′z + D′ = 0

La convertimos a forma paramétrica resolvien-
do el sistema formado por ambos planos, simple-
mente sustituyendo a una de las incógnitas por
un parámetro.

Si alguna de las incógnitas falta será a ella a la

que le impongamos el parámetro.

Una recta r expresada en forma continua tiene la
siguiente expresión.

r ≡
x − a

v1
=

y − b
v2

=
z − c

v3

Donde los valores a, b y c representan un pun-
to de la recta pero con el signo opuesto, Pr =

(a, b, c), mientras que los valores del denomi-
nador son las coordenadas de su vector director,
vr = (v1, v2. v3).

Antes de resolver ninguno de los apartados expresare-
mos la recta r y s en forma paramétrica para facilitarnos
los cálculos y extraer de ella toda la información que po-
damos.

En el caso de la recta r, obtenemos un punto y un vector
director.

r ≡ x − 1 = y = 1 − z

r ≡
x − 1

1
=

y − (0)
1

=
z − 1
−1

Pr (1, 0, 1)

−→vr = (1, 1, −1)

La recta r expresada en forma paramétrica es

r ≡




x = 1 + 1 · θ

y = 0 + 1 · θ

z = 1 − 1 · θ

con θ ∈ R
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En el caso de la recta s, resolveremos el sistema dándole a y el valor de λ.

s ≡


x − 2y = −1
y + z = 1

y = λ


→

x − 2y = −1
y = λ

y + z = 1


→

→
x − 2λ = −1
y = λ

λ + z = 1


→

x = −1 + 2λ

y = λ

z = 1 − λ



La recta s expresada en forma paramétrica es

s ≡




x = −1 + 2λ

y = λ

z = 1 − λ

x = −1 + 2 · λ

y = 0 + 1 · λ

z = 1 − 1 · λ

con λ ∈ R →




Ps (−1, 0, 1)

−→vs = (2, 1, −1)

Sea una recta r en forma paramétrica

r ≡




x = a + v1λ

y = b + v2λ

z = c + v3λ

Su punto genérico Gr es el formado por propias
ecuaciones de la recta.

Gr (a + v1λ, b + v2λ, c + v3λ)

Dos vectores son −→u y −→v son perpendiculares si
su producto escalar es cero.

−→u ⊥ −→v si −→u • −→v = 0

a) Para determinar el punto de corte entre dos rectas, solo
debemos resolver el sistema formado por ellas, igualan-
do sus coordenadas dos a dos.

r ≡




x = 1 + θ

y = θ

z = 1 − θ

s ≡





x = −1 + 2λ

y = λ

z = 1 − λ



1 + θ = −1 + 2λ; θ − 2λ = −2
θ = λ

1 − θ = 1 − λ; θ = λ

Resolvemos el sistema obtenido, dando nos cuenta que
las dos ultimas ecuaciones son iguales.

θ − 2λ = −2
θ = λ

 →
θ − 2θ = −2
θ = λ

 →
θ = 2
θ = λ

 →

→ θ = 2
λ = 2


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Se trata de un Sistema Compatible Determinado, al obtener una única solución para cada una de las in-
cógnitas, por lo tanto ambas rectas se cortan en un único punto, para determinarlo sustituimos θ = 2 en la
recta r o λ = 2 en la recta s (en ambos casos debe darnos el mismo punto).

r ≡




x = 1 + θ

y = θ

z = 1 − θ

θ = 2



→
x = 1 + 2 = 3
y = 2
z = 1 − 2 = −1

→ I (3, 2, −1)

Solución:

El punto de intersección entre las rectas r y s es I (3, 2, −1).

La definición geométrica del producto escalar de
dos vectores −→u (u1, u2, u3) y −→v (v1, v2, v3) es

−→u • −→v
 = −→u  · −→v  · cos (uv)

donde

−→u • −→v = u1 · v1 + u2 · v2 + u3 · v3−→u  =


u2
1 + u2

2 + u2
3−→v  =


v2

1 + v2
2 + v2

3

b) Determinamos el ángulo formado por dos rectas se-
cantes (gracias al apartado anterior sabemos que las dos
rectas son secantes puesto que solo tienen un único pun-
to en común) mediante la definición geométrica del pro-
ducto escalar usando sus vectores directores, calculados
al inicio del ejercicio.−→vr • −→vs

 = −→vr
 · −→vs

 · cos (vrvs)

cos (vrvs) =

−→vr • −→vs


−→vr
 · −→vs



vrvs = arcos

 −→vr • −→vs


−→vr
 · −→vs




(1)

Calculamos
−→vr • −→vs

, −→vr
 y

−→vs
.

−→vr • −→vs = (1, 1, −1) • (2, 1, −1) = 1 · 2 + 1 · 1 + (−1) · (−1) = 4

−→vr • −→vs
 = |4| = 4

−→vr
 =


12 + 12 + (−1)2 =

√
3

−→vs
 =


22 + 12 + (−1)2 =

√
6
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Sustituimos los datos en (1) para obtener el ángulo pedido.

vrvs = arcos


4

√
3 ·

√
6


= arcos


4

√
18


≈ 19, 4712º

Solución:

El ángulo que forman las rectas r y s es 19, 4712º.

Para definir un plano formado por dos rectas que
se cortan sabemos

vrn
r

i) El vector directo de la recta r siempre coincidirá
con un vector director del plano que lo contiene.
ii) El vector director de la recta s siempre coincidi-
rá con un vector director del plano que lo contie-
ne.
iii) Un punto de cualquiera de las rectas coincidirá
con un punto del plano que las contiene.

c) Para determinar un plano necesitamos un pun-
tos y sus dos vectores directores, en este caso el
plano contiene a las rectas r y s por tanto los
vectores directores de la recta coincidirán con los
vectores directores del plano y cualquier punto de
las rectas será un punto de mi plano, por lo tan-
to

π




r ⊂ π →


Pπ = Pr (1, 0, 1)
−→vπ = −→vr = (1, 1, −1)

s ⊂ π →


Pπ = Ps (−1, 0, 1)
−→vπ = −→vs = (2, 1, −1)

Definimos el plano pedido en forma vectorial usan-
do los vectores directores de las rectas y por ejem-
plo el punto de la recta r, aunque daría igual a
ver usado el de la recta r o el punto de inter-
sección entre las rectas calculado en el apartado
a)

π ≡ (x, y, z) = (1, 0, 1) + α (1, 1, −1) + β (2, 1, −1),
con α, β ∈ R

Solución:

El plano que contiene a las rectas r y s es π ≡ (x, y, z) = (1, 0, 1) + α (1, 1, −1) +
β (2, 1, −1) , conα, β ∈ R.
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