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2010. TITULAR JUNIO. OPCION B. EJERCICIO 3.

Sea el siguiente sistema de ecuaciones

Ax+y+z = A+2
2x — Ay +z 2
x—y+Az = A

(a) [1,75 puntos] Discttelo segtin los valores de A. ;Tiene siempre solucién?
(b) [0,75 puntos] Resuelve el sistema para A = —1.

(a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de co-
eficientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las

variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz co-

lumna B.
Ax+y+z = A+2 A1 1 A42
2x—Ay+z = 2 - (AB)=| 2 —-A 1| 2
X—y+Az = A 1 -1 A A
A1 1 A1 1 A42
A=12 —A 1| yA=]2 A 1 2
1 -1 A 1 -1 A A

Al aparecer el pardmetro A en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de A que deberemos estudiar,

esto es debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

A1
A|=12 =A 1|=A-(=A) A4+2-(=1)-1+1-1-1=1-(=A)-1—(=1)-1-(A) =2-1-A =
1 -1 A
=31
A= ——=A3—1| -A3—1=0; A3=-1
A = 0 A=V-1-A1=-1

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
A = —1y VA € R\ {—1}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéramos
determinar su rango para alguno de los casos.

4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero para A = —1 el rango de la matriz A se encontraré
entre 1 < r(A) < 2 puesto que el tinico menor de orden 3 que posee es la propia matriz A del cual sabe-
mos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al principio del ejercicio, por tanto para

dichos casos solo buscaremos menores de orden 2 cuyo determinante sea distinto de cero.

Sinos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es
decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusiéon que r (A) < r (A’") < 3.

i) Para A = —1.
Sustituimos el valor A = —1 en el sistema de ecuaciones lineales para obtener las siguientes matrices.
-1 1 1 -1 1 1 1
A=12 1 1 |yA=|2 1 1 2
1 -1 -1 1 -1 -1 -1

» Rangode A:r(A) =2
11 1)\ 1<r(A)<2
A=12 1 1 ‘
1 -1 -1

(-1)-1-2-1=-3#£0—r(A) =2

» Rangode A":r(A') =2
-1 1 1 1 AcCA
A=|2 1 1 2| rA)<r)<3
1 -1 -1 -1/ 2<r(A)<3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,
si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

-1 1 1 Si un determinante tiene dos filas
2 1 2|=| ocolumnasproporcionalessu | =0—r(A") =2
1 -1 -1 determinante vale cero, F; = —F;

ij) ParaA € R\ {—1}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de A = —1 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a que exista un
menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que A C A’. Ambas

matrices tendrdn rango maximo, en consecuencia

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 5


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» ParaAd = —1 — r(A) = r(A’) = 2 < n° de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» ParaA € R\ {0, 1} — r(A) =r (A’) = n° de incdgnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

Siempre tendremos un sistema que tiene solucién porque para cualquier valor que tome nuestro

parametro tendremos un Sistema Compatible.

b) Para A = —1, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incognitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso Fz) para posteriormente escalonar
el sistema e imponerle a una de las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

—x+ty+z=1

x+y+z=2 —
Ty 2x+y+z=2

X—y—z=—1

—x+y+z=1 {

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

—x+y+z=1 -1 1 1|1 L=F+2F -1 1 1|1 —x+y+z =1
— _— —
2x+y+z=2 2 1 12 0 3 3|4 3y+3z = 4

Una vez escalonado el sistema a una de las incognitas le impondremos un parametro, por ejemplo para

nuestro caso z = 0; V0 € R, quedando el siguiente sistema

—x+y+z 1 —x+y+(0) 1 Xty = 1-90
3y+3z = 4 — 3y+3-(0) = 4 — y = 4-39

z = 0 z 0 _ 3 0
4 —30 1—¢ 1
—xt |5 = 1= X = .

— 4-30 — 4-30 , V8RR

y = —3— y = 73—
z = 6 z = 0

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (% ; # ;0); V0 eR.

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Solucion:

1
X = 5
La solucién del sistema para A = —1 es 4 —36 V0 € R o también la podemos expresar
¥ = T3
= 0
como (x, y, z) = (%, %; 9),v0 € R.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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2010. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 3.

(a) [1,75 puntos] Discute, segtin los valores del pardmetro Ael siguiente sistema de ecuaciones

—x+Ay+z =
Ax +2y+ (A+2)z
X+3y+2z = 6—

I
> ks >

(b) [0,75 puntos] Resuelve el sistema anterior para A = 0.

(a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de co-
eficientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las

variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afiadiendo a la matriz de coeficientes la matriz co-

lumna B.
—Xx+Ay+z = A -1 A 1 A
Ax+2y+(A+2)z = 4 — (A|B) = A2 A+2] 4
x+3y+2z = 6-A 1 3 2 |6-A
-1 A 1 -1 A 1 A
A=A 2 A2 yA = A 2 A+2 4
1 3 2 1 3 2 6-A

Al aparecer el parametro A en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de A que deberemos estudiar,

esto debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

1A 1 1 A+3 3 s 3
A=A 2 A42/ 2299 X 231 2-Al=1 -
C3=C3—2C4 2—3A 2—A
1 3 2 X 1 @

=1-[(A+3)-2=A)—(2-31)-3] = -A2+81=A-(=A+38)

A= A-(=A+8)
A= 0

/\1:0
~A+8=0—>1=8

A-(—A+8):O{

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
A =0,A =8y VA € R\ {0, 8}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéra-

mos determinar su rango para alguno de los casos.

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es
distinto de cero, garantizdndonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

-1 A 1
-1 1
A=A 2 A+42 —>‘ L, [Z (D 2-1 1= 305 7(4) 22 VAER
1 3 2

En consecuencia para los casos en los que Ay = 0y Ay = 8elr(A) = 2, puesto que el dnico menor de
orden 3 que posee es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero,
lo obligamos al principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd maximo al ser
el |[A| # 0, que en nuestro caso r (A) = 3.

Sinos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es
decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusiéon que r (A) < r(A’) < 3, asi pues para los casos Ay =0y A, = 8
solamente deberemos buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras que si

el parametro k toma valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de A aunque
dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.

i) Para Ay = 0.

Sustituimos el valor A = 0 en el sistema de ecuaciones lineales para obtener las siguientes matrices.

-1 0 1 -1 01 0
A=|0 2 2|yA=]0 2 2 4
1 3 2 1 3 2 6

» Rango de A: 7 (A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A":r(A') =2

-1 010 ACA
A=10 2 2 4| r(A)<r(A)<3

1 3 26 2<r(A)<3
Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,

si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

110 > 1 ¢ > 4
0 2 4| BEBEL g o0y =(-1)|; =1 R6-34=0-r()=2
126 36

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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ii) Para A, = 8.
Sustituimos el valor A = 8 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

-1 8 1 -1 8 1 8
A= 8 2 10 |yA = 8§ 2 10 4
1 3 2 1 3 2 -2

» Rango de A: 7 (A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A:r(A') =3

-18 1 8 AcCA
A=| 8210 4 | r(A)<r(A)<3
13 2 =2 2<r(A)<3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,
si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

-1 1 8 > 1 8 18 68

8 10 4 |2=BBhOl g 48 68| =—1- -
EB=E+F 3 6

1 2 -2 g 3 6

= —1-(18-6-3-68) =9 £0 —r(A) =3

iii) Para A € R\ {0, 8}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de Ay = 0y A, = 8 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a
que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que

A C A’. Ambas matrices tendran rango maximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» ParaA =0 — r(A) = r(A’) = 2 < n°de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» ParaA = 8 — r(A) = 2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no

podemos determinar ninguna solucién.

» ParaA € R\ {0, 8} = r(A) =r(A") =n°deincdgnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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b) Para A = 0, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F,) para posteriormente escalonar

el sistema e imponerle a una de las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

—x+z=0
Qyt2z=1 — —xtE=0
B X+3y+2z2=6
x+3y+2z=6

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

—x+4+z=0 -1 0 1{0\ B=R+k -1 0 1[0\ B=im
— R L AEE Y -5
X+3y+2z2=6 1 3 216 0 3 3|6
FzZ%Fz —]. O 1 0 _X+Z = O
-5 —
2 y+z = 2

011
Una vez escalonado el sistema a una de las incognitas le impondremos un pardmetro, por ejemplo para

nuestro caso z = 0; V0 € R, quedando el siguiente sistema

—x+z =0 —x+() = 0 = 0
y+z = 2 — y+(@) = 2 =<y = 2-0,VeR
z = 0 z = 0 z 0

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (0; 2—6; 0); V8 € R.

Solucion:

0
La solucion del sistema parak =1es{ y = 2—6 V6 € R otambién la podemos expresar como
z = 0

(x,y,z)=(6,2—0; 0),V8 € R.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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2010. SUPLENTE JUNIO. OPCION B.EJERCICIO 3.

Considera el siguiente sistema de ecuaciones

(m+2)x—y—z = 1
—x—y+z = -1
X+my—z = m

(a) [1,75 puntos] Discttelo segtin los valores de m.

(b) [0,75 puntos] Resuélvelo para el caso m = 1.

(a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de co-
eficientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las

variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afadiendo a la matriz de coeficientes la matriz co-

lumna B.
(m+2)x—y—z = 1 m+2 -1 —-1] 1
—x—y+z = -1 —(AlB)= -1 -1 1 |-1
X+my—z = m 1 m —1| m
m+2 -1 -1 m+2 -1 -1 1
A= -1 -1 1 |yA=] -1 -1 1 -1
1 m -1 1 m -1 m

Al aparecer el pardmetro m en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién
de que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de m que deberemos estu-

diar, esto debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

m+2 -1 -1 m+Z A > 1 5
Al=] -1 -1 1 f:ﬁ> m+1l -2 §|=(-1)- -
3=F—F -m—1 m+1
1 m —1 -m—-1 m+1 @
=-1-[(m+1)-(m+1)—(-m—1)-(=2)]=—(m+1)-(m+1)+2-(m+1) =

= (m+1)- [~ (m+1)+2] = (m+1)- (1 —m) = — (m+1)- (m—1)

m+1=0—m =—-1
m—1=0—-m= 1

Al = —(m+1)-(m—1)

A = 0 —(m+1)-(m—1)=0 {

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
my = —1,my =1y Vm € R\ {—1, 1}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si

pudiéramos determinar su rango para alguno de los casos.

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, column:
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es
distinto de cero, garantizdndonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

m+2 -1 -1 1 -1
A= -1 -1 1 ‘ 11 =(-1)1-(-1)-(-1)=-2#0—=r(A)>2, VYmeR
1 m -1
En consecuencia para los casos en los que m; = —1y mp = 1 elr (A) = 2, puesto que el tnico menor de

orden 3 que posee es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero,
lo obligamos al principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd méaximo al ser
el |[A| # 0, que en nuestro caso r (A) = 3.

Sinos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es
decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusion que r (A) < r (A’) < 3, asi pues para los casos m; = =1y my =1
solamente deberemos buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras que si
el parametro k toma valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de m aunque
dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.

i) Para m; = —1.

Sustituimos el valor m = —1 en el sistema de ecuaciones lineales para obtener las siguientes matrices.
1 -1 -1 1 -1 -1 1

A=1-1 -1 1 |yA=]-1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 -1 -1 -1

» Rango de A:r(A) = 2, explicado anteriormente.
» Rangode A":r(A') =3
1 -1 -1 1 ACA

A=1-1 -1 1 =1| r(A)<r(A)
1 -1 -1 -1 2<r(A)<3

IN

3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,

si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero 7 (A") = 3.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 3
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-1 -1 1 A a1 X 5 0

-1 1 —1 m ) 0 g|=1 =
E=F+F -2 2

-1 -1 -1 -2 -2 ¢

ii) Para my = 1.

Sustituimos el valor m = 1 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

3 -1 -1 3 -1 -1 1
A= -1 -1 1 |ya=| -1 -1 1 -1
1 1 -1 1 1 -1 1

» Rango de A:r (A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A":r(A") =2

3 -1 -1 1 ACA
A= -1 -1 1 -1 [ r(A)<r(A)<3
1 1 -1 1 2<r(A)<3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,
si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

-1 -1 1 0 -2 2 . . . )
Fi=F+F Si el determinante tiene una fila o
-1 1 -1 |— 0 0= =
1 1 B=B+F 11 columna llena de ceros su valor es 0.

=07 (A) =2

iii) Param € R\ {—1, 1}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de m; = —1y my = 1 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a

que exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que
A C A'. Ambas matrices tendran rango méximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema
en funcién de los rangos:

» Param = —1 — r(A) = 2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no
podemos determinar ninguna solucién.

» Param =1 — r(A) = r(A’) = 2 < n°de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible
Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» Param € R\ {—1, 1} — r(A) = r(A’) = n° de incognitas = 3, tenemos un Sistema Compa-
tible Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.

b) Para m = 1, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso Fz) para posteriormente escalonar
el sistema e imponerle a una de las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

—x—-y+z=-1 —
x+ty—z=1

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.
—x—y+z=-1 -1 -1 1| -1 F=F,+3F -1 -1 1
— —_—
3x—y—z=1 3 -1 1] 1 0 —4 2

B=1F -1 -1 1]|-1 —x—y+z = -1
— —
0 2 -1| 2 2y—z = 2

Una vez escalonado el sistema a una de las incégnitas le impondremos un parametro, por ejemplo para

3x—y—z=1
—x—y+z=-1
{ 3x—y—z=1

-2

~1\ B=—1B
_

nuestro caso y = 6; V8 € R, quedando el siguiente sistema

—x—y+z = -1 —x—0)+z = -1 —x+ z= —-1+86
y = 0 — y = 0 — y = 0 —
y—z = 2 2-0)—z = 2 z = 20-2
—x+(20-2) = —-1+90 x = 6-1
— y = 0 —-q vy = 0 , VO R
z = 20-2 z = 20-2
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Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (0 —1; 6; 26 —2); V6 € R.

Solucion:

-1
La solucion del sistema param = 1es ¢ y 6 VO € R o también la podemos expresar
z = 20-2
como (x,y,z)=(0—-1,6,20—-2),V0 € R.
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2010. RESERVA A.OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el sistema

3x—-2y+z = 5
2x-3y+z = —4

(a) [1,5 puntos] Calcula razonadamente un valor de A para que el sistema resultante al afiadirle la ecuacién
x +y + Az = 9 sea compatible indeterminado.
(b) [1 punto] ;Existe algtin valor de A para el cual el sistema resultante no tiene solucién?

Para contestar ambas cuestiones afiadiremos la nueva ecuacién dada a nuestro sistema y discutiremos el

tipo de sistema en funcién del parametro dado.

3x—-2y+z = 5
2x—=3y+z = —4
x+y+Az = 9

Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de coeficien-
tes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafan a cada una de las variables

y la matriz ampliada A’, que la formaremos anadiendo a la matriz de coeficientes la matriz columna B.

3x—-2y+z = 5 3 -2 1|5

2x—3y+z = -4 = (AB)=]|2 -3 1|4

x+y+Adz = 9 1 1 A9
3 -2 1 3 -2 1 5
A=12 -3 1|yA'=[2 -3 1 —4
1 1 A 1 1 A 9

Al aparecer el parametro A en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de A que deberemos estudiar,

esto debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

3 -2 1 6 -5 1-3A o
Al=2 -3 1%91 -5 1-2A=1| _ | M=
11 oA T X
—1.[=5-(1-2A)—(=5)-(1—3A)] = -5
Al= —5A
4] —5A=0 - A=0
A= o
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A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A’ mediante determinantes, para los casos: A = 0
y VA € R\ {0}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudiéramos determinar su
rango para alguno de los casos.

Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es

distinto de cero, garantizindonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.

3 -2
2 -3

BN
I
N
|
oV}
—_

=3.(=3)=2-(-2)=-5#0—r(A)>2 VAeR

En consecuencia para A = 0 el r (A) = 2, puesto que el tinico menor de orden 3 que posee es la propia
matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero, lo obligamos al principio del

ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd méximo al ser el | A| # 0, que en nuestro caso
r(A)=23.

Sinos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es
decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusién que r (A) < r(A’) < 3, asi pues para A = 0 solamente deberemos
buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras que si el pardmetro k toma

valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de A aunque
dejaremos indicado el r (A) en cada uno de ellos.

i) Para A = 0.

Sustituimos el valor A = 0 en el sistema de ecuaciones lineales para obtener las siguientes matrices.

3 =21 3 -2 1 5
A=12 3 1|yA=|2 -3 1 —4
1 1 0 1 1 0 9

» Rango de A:r (A) = 2, explicado anteriormente.
» Rangode A": 1 (A") =2
3 -2 1 5 AcCA

A=12 =3 1 —4| r(A) <r(A)
11 0 9 2<r(A)<3

IN

3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,
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si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

3 =2 5 0 -5 —-22 . . . .
Fi=F —3F; Si un determinante tiene dos filas o columnas
2 -3 4|———|0 -5 =22 |=| . . =
h=RL-2F iguales su determinante vale cero, F; = F,
1 1 9 1 1 9
=0—>r(A)=2

ii) Para A € R\ {0}.

Si nuestro sistema toma valores distintos de A = 0 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a que exista un
menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que A C A’. Ambas
matrices tendran rango maximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3

Terminamos usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema en funcién de los

Trangos:

» Parad =0 — r(A) = r(A’) =2 < n°de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible Indeter-

minado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» ParaA € R\ {0} — r(A) = r(A’) = n°de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible Deter-

minado, tiene una tnica solucién para cada una de las incégnitas.

Nuestro sistema tendré serd compatible indeterminado siempre que A = 0.

(b)

No existe ningtin valor de A que provoque que no tenga solucién, porque VA € R tenemos un

Sistema Compatible que posee siempre solucién.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 9


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

2010. RESERVA B. OPCION A.EJERCICIO 3.

Considera el sistema de ecuaciones

Ax+2y+6z =
2x+Ay+4z =
2x+Ay+6z = A-—

N N O

(a) [1,75 puntos] Discttelo segtin los valores del parametro A.
(b) [0,75 puntos] Resuélvelo para A = 2.

(a) Transformamos el sistema de ecuaciones en la matriz (A|B), de la cual obtendremos la matriz de co-
eficientes que denotaremos como A, constituida por los coeficientes que acompafian a cada una de las
variables y la matriz ampliada A’, que la formaremos afadiendo a la matriz de coeficientes la matriz co-

lumna B.

Ax+2y+6z = 0 A2 6| 0
2x+ Ay +4z = 2 - (AB)=1] 2 A 4| 2
2x+Ay+6z = A—-2 2 A 6|A=2
A2 6 A2 6 0
A=12 A 4| yA =2 A 4 2
2 A6 2 A6 A2

Al aparecer el parametro A en la matriz A, calcularemos su determinante y le impondremos la condicién de
que sea cero para determinar, en caso de que existan, los diferentes valores de A que deberemos estudiar,
esto debido a que si una matriz posee alguna combinacién lineal su determinante vale cero.

|A| = :)\-)\-6+2')\-6+2‘4-2—2-A'6—)\-4-/\—2-2-6:2)\2—8:2-(A2—4)

NN >
> >N
N )

240

Al = 2-(A*—4) A
A2 —4=0; A:i\/i{ \

2.(A2—4) =

1=—2

2 2

A continuacién estudiaremos el rango de las matrices A y A” mediante determinantes, para los casos:
M = —2,A; =2y VA € R\ {£2}. Pero no sin antes detenernos en cada una de las matrices por si pudié-
ramos determinar su rango para alguno de los casos.

Sabemos que el rango de una matriz no nula siempre ird comprendido entre 1 < r (M) < min { filas, columnas},
en ambas matrices estard comprendido entre 1y 3, pero si observamos detenidamente la matriz A nos da-
mos cuenta que existe un menor de orden 2 que no depende de dicho pardmetro cuyo determinante es
distinto de cero, garantizandonos que su rango minimo para cualquiera de los casos en siempre 2.
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A2 6
2 4
A=12 A 4| — 5 6 =2-6—-2-4=4#0—->r(A)>2, VAR
2 A6
En consecuencia para los casos en los que Ay = —2y Ay = 2elr(A) = 2, puesto que el tinico menor de

orden 3 que posee es la propia matriz A del cual sabemos que para dichos valores su determinante es cero,
lo obligamos al principio del ejercicio, mientras que si toma valores distintos su rango serd méaximo al ser
el |[A| # 0, que en nuestro caso r (A) = 3.

Sinos fijamos ahora en la matriz ampliada nos damos cuenta que dentro de ella siempre esta la matriz A, es
decir A C A’,por tanto los mismos menores que hemos usado para determinar el rango de A los podemos
encontrar en A’, llegando a la conclusion que r (A) < r (A’) < 3, asi pues para los casos A\ = =2y A, =2
solamente deberemos buscar menores de orden 3 cuyo determinante sea distinto de cero, mientras que si
el parametro k toma valores diferentes sabemos que r (A’) = 3.

Solamente necesitamos estudiar los rangos de la matriz ampliada para los diferentes casos de A aunque
dejaremos indicado el  (A) en cada uno de ellos.

i) Para Ay = —2.

Sustituimos el valor A = —2 en el sistema de ecuaciones lineales para obtener las siguientes matrices.
-2 2 6 -2 2 6 0
A=|2 -2 4|yA =2 -24 2
2 -2 6 2 -2 6 —4

» Rango de A:r (A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A":r(A') =3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,
si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

-2 6 0 >2 6 0
- 10 2
2 4 E=FKh+F ﬂ 10 2| =_2. _
F=FK+F 12 —4
2 6 —4 g 12 —4

= —2.[10-(—4)—12-2] =128 £0 > r(A') =3
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ii) Para A, = 2.

Sustituimos el valor A = 2 en el sistema de ecuaciones lineales obtendremos las siguientes matrices.

yA'=

S

I
NN
N NN
o o
N NN
NN
o = o
o N o

» Rango de A: 7 (A) = 2, explicado anteriormente.

» Rangode A":r(A') =2

2260 ACA
A=12 2 4 2 | r(A)<r(A)<3
226 0 2<r(A)<3

Estudiaremos su rango usando el método del orlado, para ello buscaremos menores de orden 3 dis-
tinto de la matriz A que contenga el menor de orden 2 usado anteriormente, que solamente hay uno,
si su determinante es cero r (A’) = 2, mientras que si es distinto de cero r (A") = 3.

2 60
2 6 Si el determinante tiene una fila o una ,
2 4 2|=-(2)- = ) =0—-r(A)=2
2 6 columna iguales su valor es 0.
2 60
iii) Para A € R\ {#2}.
Si nuestro sistema toma valores distintos de Ay = —2 y A, = 2 sabemos que el |A| # 0, dando lugar a

ue exista un menor de orden 3 cuyo determinante es distinto de cero tanto en A como en A’, puesto que
Yy

A C A’. Ambas matrices tendran rango maximo, en consecuencia

r(A)=r(A")=3

Solucion:

Terminamos el apartado, usando el teorema de Rouché-Frobenius para clasificar el tipo de sistema

en funcién de los rangos:

» ParaA = =2 — r(A) = 2 # r(A’) = 3, tenemos un Sistema Incompatible, para el cual no
podemos determinar ninguna solucion.

» ParaA =2 — r(A) = r(A’) = 2 < n°deincognitas = 3, tenemos un Sistema Compatible
Indeterminado, posee infinitas soluciones con una grado de libertad.

» ParaA € R\ {£2} — r(A) =r(A’) = n° de incégnitas = 3, tenemos un Sistema Compatible

Determinado, tiene una tinica solucién para cada una de las incégnitas.
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b) Para A = 2, por el apartado anterior, sabemos que se trata de un Sistema Compatible Indetermina-
do con un grado de libertad ( restamos a el nimero de incégnitas el rango de la matriz de coeficientes,
n° de incégnitas — r (A)), por lo tanto debemos eliminar una de las ecuaciones (eliminaremos la fila que no
pertenece al menor de orden 2 que usamos en el apartado a), en este caso F;) para posteriormente escalonar

el sistema e imponerle a una de las incégnitas un parametro. Quedando el sistema bajo la forma

2x + =0

2x+2y+4z=2
2x +2y+4z2=2 —

2x+2y+6z=0
2x+2y+6z=0

Resolvemos el sistema obtenido por Gauss-Jordan.

2x +2y +4z =2 2 2 4|2 B=F—F 2 2 4| 2 F=1F
— e —
2x+2y+6z=0 2 2 6|0 0 0 2|-2) p=Ip

F=1F 11 2
—_—
0 01

1 x+y4+2z = 1
—
-1 z = —1
Una vez escalonado el sistema a una de las incoégnitas le impondremos un parametro, por ejemplo para
nuestro caso y = 0; V0 € R, quedando el siguiente sistema

x+y+2z = 1 x+0)+2-(-1) = 1 x = 3-6
y = 60 — y = 0 =<y = 6, Vo e R
z = —1 z = —1 z = -1

Pudiendo expresarse también como (x, y, z) = (3—6; 6; —1); V8 € R.

Solucion:

= J=0
La solucion del sistema paraA = 2es ¢y 6 V6 € R o también la podemos expresar como

7 = -1

(x,y,z)=(3-6;6, -1),V8 e R.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 2 3


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

	2010. titular junio. Opción B. Ejercicio 3.
	2010. titular Septiembre. Opción a. Ejercicio 3.
	2010. Suplente Junio. Opción B. Ejercicio 3.
	2010. Reserva A. Opción a. Ejercicio 3.
	2010. Reserva B. Opción a. Ejercicio 3.

