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2010. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION B.EJERCICIO 1.

Considera la funcién f : [0, 4] — R definida por:

f(X)={
cx

a) [1,75 puntos] Sabiendo que f es derivable en todo el dominio y que verifica f (0) = f (4), determina los

valoresdea, by c.

b) [0,75 puntos] Paraa = —3, b = 4 y ¢ = 1 halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen

y valores que se alcanzan).

24ax+b si 0<x<2
2<x<4

La gréfica de f solo presenta un Unico punto con-
flictivo en x = 2, al tratarse de un punto don-
de pasamos de una funcién a otra. Excluyendo el
resto de valores porque cada uno de los trozos
de la funcién es continua y derivable en su domi-

nio.

Al indicarnos el enunciado que la funcién es deriva-
ble, es condicién indispensable que también sea conti-
nua en dicho punto, empezamos estudiando su continui-
dad.

Estudiamos continuidad en x = 2:
f(2)=224+a-2+b=4+2a+b

lim (x> +ax+b)=f(2)=4+2a+b
x—2~

lim cx = 2¢
x—2t

Una funcién f es derivable en x = 4 si verifica:

m Es continua en x = 4, que se verificard siy
solo si se cumplen las siguientes tres con-
diciones:

® Existe f (a), existird siempre que a
pertenezca al dominio de f.

® Existe )l(% f(x), para ello los li-
mites laterales deben de coincidir,
li =1 =b =l
B ey =t ) =0 i
f(x)=0.

® El limite sea igual al valor de la fun-

cion, f (a) :J{Zrlzlf(x)

m Las derivadas laterales

fram) =f ().

coinciden,

Por tanto si una funcién es derivable en x = a
también es continua, pero si una funcién es conti-
nua puede que sea derivable.

Para que sea continua debe existir / im2 f (x) y solo es posible si los limites laterales coinciden, igualandolos
X—

obtendremos una relaciéon entre las variables.

lim f(x)=4+42a+b=2c=1im f(x) >2a+b—2c=—4

x—2~ x—27F

4 ® Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Para 2a + b — 2c = —4, se verifica que f (2) =/ in12 f (x) y por lo tanto la gréafica de f es continua en x = 2,
X—
procedemos a estudiar su derivabilidad calculando previamente su derivada.

24ax+b si 0<x<2
fx)= .
cx si 2<x<4

f,(): 2x4+a si 0<x<2
c si 2<x<4

Estudiamos derivabilidad en x = 2:

ff@2)=Ilim 2x+a)=2-24+a=4+a

x—2-

ff(27)=1lim c=c

x—2+

Para que sea derivable los limites laterales deben de coincidir, igualamos ambos limites, para obtener otra

relacién entre las variables.
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fr@) =727
4d4+a=ca—c=—4 (2)

A continuacién aplicamos la ultima de las condiciones que nos la dice directamente el enunciado, f (0) =

f (4), para obtener la ultima de las relaciones entre las variables.
f(0)=0"+a-0+b="0
f(4)=c-4=4c

Como f (0) = f(4) = b=4c 3)

Resolvemos el sistema de ecuaciones formado por (1), (2) y (3).

2a+b—2c=—4 204+b—2c=—4 2-(—4+c)+4c—2c=—4 —8+2c+4c—2c=—4
a—c=—4 — a=—4+c — a=—4+c — a=—4+c
b =4c b =4c b =4c b =4c

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. ©38 | 5
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— a=—44c|—> a=—44c |~ a=—-44+1|—
b=4c b =4c 4.1

La gréfica de f cumplira con las condiciones impuestas en el enunciado paraa = -3, b =4yc=1.

b) Paraa = —3, b = 4 y ¢ = 1 nuestra funcion es:

x2—3x4+4 si 0<x<2
f(x)= .
X si 2<x<4

Gracias al apartado anterior sabemos que para dichos va-
lores la funcién es continua y derivable en todo su do-

minio. Para estudiar los extremos absolutos calculamos

fr(x):

x2—3x+4 si 0<x<2
fx)= .
X si 2<x<4

2x —3 si 0<x<2
1 si 2<x<4

Imponemos la condicién f (x) = 0, al ser una funcién a
trozos igualamos a cero cada uno de ellos, pero solo se-
rén validas los valores de x que se encuentren dentro de

su dominio.
Para0 < x <2:

f'(x) = 2x-3 2x—3=0

3 3
Fix) = 0 X =5es valida porque 5 € [0, 2]

Para2 < x < 4:

Fl =1,

no obtenemos ninguna solucién.

fix) =0

Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
los puntos donde la funcién no es diferenciable
asi obtendremos los punto criticos, que serdn los
posibles maximos, minimos o puntos de inflexién.
Siendo f (x) una funcién continua en el interva-
lo [a, b] y derivable (4, b) podemos determinar
la monotonia si estudiaremos el signo de f’ (x)
pues:

m Sif’(x) > 0 paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente creciente en el intervalo

(a, ).

m Sif/(x) < 0paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente decreciente en el inter-
valo (a, b).

En los valores de x donde pasamos de crecer a
decrecer tendremos un méximo relativo, mientras
que si pasamos de decrecer a crecer tendremos un
minimo relativo.

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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3
Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando el tnico punto critico x = 5 junto con x = 2 por ser donde

pasamos de una funcién a otra y sus extremos serdn los valores entre los que se encuentra definida, es decir

entre 0 y 4.
Intervalos (0, 3) (3, 2) (2, 4)
Signo de f’ (x) fl(x)<0 | ff'(x)>0]| f'(x) >0

Comportamiento de f (x) | \, Decrece | " Crece | " Crece

Por definicién donde se produce un cambio en la monotonia (y no es un problema del dominio) nos encon-

3
tramos ante los médximo y minimos relativos de la funcién, en nuestro caso para x = - pasamos de decrecer

a crecer por tanto tenemos un minimo relativo. Ahora calculamos la imagen para el valor de x para obtener
su valor en el eje de ordenadas (eje OY) sustituyéndolos en f (x).

2
0 ; 3 ° 4 ’ 1,75 — Mini lati 1 to A 07
f 51=15] - .54_ = 7= 1,75 — Minimo relativo en el punto 1

Como el enunciado nos pide los extremos absolu- |

tos, valores maximos y minimos que alcanza la fun- Segun el teorema de Weierstrass si una funcién

f es continua en un intervalo cerrado y acotado

cién, al estar acotada estos pueden alcanzarse en los la, b, entonces hay al menos dos puntos ¢ y d per-

extremos de acotacion, en nuestro caso x = 0y tenecientes a dicho intervalo donde f alcanza sus

x = 4, o en los propios extremos relativos, sencilla- valores extremos absolutos.

mente calcularemos la imagen de f en los extremos Para determinar extremos absolutos o globales

. nos bastard con calcular las imagen de sus ex-
del intervalo dado y los compararemos con los ex- , ,
tremos relativos y de los extremos del intervalo,

tremos relativos, aquel que nos de la imagen con el siendo su maximo y minimo absolutos aquellas

valor méas alto serd nuestro maximo absoluto mien- con el valor més alto y mas bajo respectivamente.

tras que el mds bajo serd nuestro minimo absolu-

to.

F0)=(0=3-0+4=4

f(4) = (4)> —3-4+4 = 8 — Maximo absoluto en el punto B (4, 8)

Nuestro méximo absoluto se alcanza en x = 4, tomando un valor de 8 y el minimo absoluto en este caso

coincide con el minimo relativo.

7

f (x) tiene un minimo relativo que coincide con el minimo absoluto en A o

f (x)tiene un méaximo absoluto en B (4, 8).

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

=
o
I
A
<
e
=
==
<
-
=4
=5
A
P
A
<
=
-]
<
~
Z.
@)
@)

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com
L o

2010. SUPLENTE SPETIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 1.

[2,5 puntos] Sea la funcién f : R — R dada por

e* (x* + ax)
fx)= bx?+c¢
x+1

si x<0

si x>0

Calcula las constantes a, b y ¢ sabiendo que f es derivable y que la recta tangente a la grafica de f en el

punto de abscisa x = 1 tiene pendiente 3.

Para poder determinar las constantes pedidas necesi-
tamos establecer tres condiciones, la primera de ellas
es doble puesto que la funcién debe ser deriva-
ble por ello es condicién indispensable que también
sea continua, ademds para que su recta tangente en
x = 1 tenga pendiente m = 3 entonces f' (1) =
3.

Empezamos estableciendo la condicién de derivabi-
lidad estudidndola en el un tnico punto conflicti-
vo en x = 0, al tratarse de un punto donde pa-
samos de una funcién a otra. Excluyendo el res-
to de valores porque cada uno de los trozos de
la funcién es continua y derivable en su domi-

nio.

Estudiamos continuidad en x = 0:
f(0)=e"(0°+a-0)=1-(0)=0
xli}rgf e (x> +ax) = f(0)=0

y bx>+c b-0*+c
- X+ 1 041

=C

Si f es derivable en x = a si verifica:

m Es continua en x = 4, que se verificard siy
solo si se cumplen las siguientes tres con-
diciones:

® Existe f (a), existird siempre que a
pertenezca al dominio de f.

® Existe )l(% f (x), para ello los li-
mites laterales deben de coincidir,
li =1 =b =l
Jim ) =l £ = b i
f(x)=t.

® El limite sea igual al valor de la fun-
cion, f (a) :J%Zr’zlf(x).

m Las derivadas laterales coinciden,

fram) =f ().

Si la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de
f en x = b tiene pendiente m = k, entonces
f' (b) = k porque la derivada de f en un punto
es la pendiente de la tangente a la curva.

Para que sea continua debe existir lim f (x) y solo es posible si los limites laterales coinciden, igualdndolos

x—0
obtendremos la constante c.

lim f(x)=0=c=Ilim

x—0~ x—0t

f(x)=c=0

8 ® Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Para ¢ = 0, se verifica que f (0) =lir% f (x) = 0y por lo tanto la gréfica de f es continua en x = 0, proce-
X—

demos a estudiar su derivabilidad calculando previamente su derivada.

e (¥ +ax) si x<0
fx)= bx?

si x>0
x+1

e (X 4ax)+e* - (2x+a) si x<0
fl(x) =14 2bx-(x+1)—bx*-1

5 si x>0
(x+1)

e - (x2+ax+2x+a) si x<0
' (x) =< bx*+42bx
(x+1)

Estudiamos derivabilidad en x = 0:

f'(o—):li;g e (?+ax+2x+a) =€ (0°+a-04+2-0+a)=1-(0+a)=a
x—0~

bx2+2bx b-0242b-0 0

=0t (x+1)2 (0412 1
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Para que sea derivable los limites laterales deben de coincidir, igualamos ambos limites, obteniendo el va-
lor de la constante a.

f107) = f(0%)

a=20
Ahora solo tenemos que aplicar la tltima de las condiciones f’ (1) = 3, al tratarse de una funcién a trozos
bx? + 2bx
seleccionaremos aquella que tome el valor x = 1, que en nuestro caso serd f’ (x) = W .
x+
bx? + 2bx b-12+2b-1
fly= o el
(3; +1) (1+1)
1) = b-1°4+2b-1 | — b+2b
(1+1)° 4
=3 b=4

La gréfica de f cumplira las condiciones indicadas en el enunciado paraa =0,b =4y c = 0.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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2010. RESERVA B. OPCION B.EJERCICIO 1.

[2,5 puntos] Considera la funcién f : R — R definida por

e * si
1—2x% si
f(x)=
2 .
x+1 o1

x <0
0<xx1

1<x

Estudia si continuidad y derivabilidad. Determina la funcién derivada de f.

La grafica de f presenta unicamente dos puntos con-

flictivos en x = 0 y x = 1, al tratarse de pun-
tos donde pasamos de una funcién a otra. Excluyen-
do el resto de valores porque cada uno de los tro-
zos de la funcién es continua y derivable en su domi-

nio.

Estudiamos continuidad en x = 0:

Al coincidir los limites laterales entonces podemos afir-
mar

lim f(x)=lim f(x):1—>EIchi_>n%f(x):1

x—0~ x—07F

Una funcién f es continua en x = a si se cumplen
las siguientes tres condiciones:

m Existe f (a), existira siempre que a perte-
nezca al dominio de f.

m Existe ,l(% f (x), para ello los limites late-
rales deben de coincidir,

lim f(x) = lim f(x):b—)ii_}n%f(x):b

x—a~ x—at

m FE] limite sea igual al valor de la funcién,

f (@) =lim f (x).
Una funcién f es derivable en x = a si verifica:

m Es continua en x = a.

m [Las derivadas laterales coinciden,

frla)=f(a").

Por tanto si una funcién es derivable en x = a
también es continua, pero si una funcién es conti-
nua puede que sea derivable.

Como el valor del limite coincide con el de la imagen, linz) f(x) = f(x) =1, podemos concluir que f (x)
X—r

es continua en x = 0 y estudiaremos su derivabilidad en dicho punto, no sin antes terminar de estudiar su

continuidad en el punto que nos falta.

10
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Estudiamos continuidad en x = 1:

2
f(1)=m=1

lim (1—x2):1—12:0

x—1-

. 2
xliga (x—i—l) =f)=1

Al no coincidir los limites laterales entonces podemos afirmar
li =0#1i =1—=410
Jim f(x) =0 lim_f () B lim f (x)

Al no verificarse la existencia del limite en dicho punto al no coincidir los limites laterales podemos con-
cluir que la funcién no es continua en x = 1, presentando una discontinuidad inevitable de salto finito, al
no ser continua en dicho punto tampoco cumple la primera de las condiciones de derivabilidad y por tanto
no es derivable en x = 1.

A continuacién procedemos a estudiar su derivabilidad en el tnico caso posible, x = 0, calculando previa-
mente sus derivadas.

e~ si x <0

1—x% si 0<x<1
fx)=

- si x <0
—2x si O<x<1

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. @38 1 1
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Estudiamos derivabilidad en x = 0:

f(07)=1lim —e*=—¢=—1

x—0~

f 0ty =1Ilim —2x=-2-0=0

x—0t

Como las derivadas laterales no coinciden, f' (07) = —1 # f' (0") = 0, entonces la funcién no es derivable
enx = 0.

Solucion:

La grafica de f es continua para x € R\ {1}, presentando una discontinuidad inevitable de salto
finito para x = 1.

La grafica de f es derivable para x € R\ {0, 1}.

—e si x<0
=7 0<x<1
La primera derivada de f es f' (x) = g » . *
5 S 1<x
(x+1)

1 2 & Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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