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2010. TITULAR SEPTIEMBRE. OPCION A.EJERCICIO 1.

Considera la funcién f : [0, 4] — R definida por:

24ax+b si 0<x<2
f(X)={

cx

a) [1,75 puntos] Sabiendo que f es derivable en todo el dominio y que verifica f (0) = f (4), determina los

valoresdea, by c.

b) [0,75 puntos] Paraa = —3, b = 4 y ¢ = 1 halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen

y valores que se alcanzan).

2<x<4

La gréfica de f solo presenta un unico punto con-
flictivo en x = 2, al tratarse de un punto don-
de pasamos de una funcién a otra. Excluyendo el
resto de valores porque cada uno de los trozos
de la funcién es continua y derivable en su domi-

nio.

Al indicarnos el enunciado que la funcién es deriva-
ble, es condicién indispensable que también sea conti-
nua en dicho punto, empezamos estudiando su continui-
dad.

Estudiamos continuidad en x = 2:

f(2)=224+a-2+b=4+2a+b

lim (x>+ax+b)=f(2)=4+2a+b

Una funcién f es derivable en x = 4 si verifica:

m Es continua en x = 4, que se verificard siy
solo si se cumplen las siguientes tres con-
diciones:

® Existe f (a), existird siempre que a
pertenezca al dominio de f.

® Existe )l(% f (x), para ello los li-
mites laterales deben de coincidir,
li =1 =b =l
B ey =t ) =0
f(x)=0.

® El limite sea igual al valor de la fun-

cion, f (a) :J{Zrlzlf(x)

m Las derivadas laterales

fram) =f ().

coinciden,

Por tanto si una funcién es derivable en x = a

X—2— también es continua, pero si una funcién es conti-
nua puede que sea derivable.
lim cx =2c
x—2F

Para que sea continua debe existir / im2 f (x) y solo es posible si los limites laterales coinciden, igualandolos
X—
obtendremos una relacion entre las variables.

lim f(x)=442a+b=2c=1im f(x) >2a+b—2c=—4 (1)

x—2~ x—27F

4 ® Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Para 2a + b — 2c = —4, se verifica que f (2) = in12 f (x) y por lo tanto la gréafica de f es continua en x = 2,
X—
procedemos a estudiar su derivabilidad calculando previamente su derivada.

24ax+b si 0<x<2
fx)= .
cx si 2<x<4

f,(): 2x4+a si 0<x<2
c si 2<x<4

Estudiamos derivabilidad en x = 2:

ff@2)=Ilim 2x+a)=2-24+a=4+a

x—2~

ff(2t)=1lim c=c

x—2+

Para que sea derivable los limites laterales deben de coincidir, igualamos ambos limites, para obtener otra

relacién entre las variables.
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fr@) =727
4d+a=ca—c=—4 (2)

A continuacién aplicamos la ultima de las condiciones que nos la dice directamente el enunciado, f (0) =

f (4), para obtener la ultima de las relaciones entre las variables.

f(0)=0"+a-0+b=0

f(4)=c-4=4c
Como f (0) = f (4) = b=4c 3)

Resolvemos el sistema de ecuaciones formado por (1), (2) y (3).

2a+b—2c=—4 204+b—2c=—4 2-(—4+c)+4c—2c=—4 —8+2c+4c—2c=—4
a—c=—4 — a=—4+c — a=—4+c — a=—4+c
b =4c b =4c b =4c b =4c

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. ©38 | 5
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— a=—44c|—> a=—44c |~ a=-44+1|—
b=4c b =4c 4.1

La gréfica de f cumplira con las condiciones impuestas en el enunciado paraa = -3, b =4yc=1.

b) Paraa = —3, b = 4 y ¢ = 1 nuestra funcioén es:

2 —3x4+4 si 0<x<2
f(x)= .
X si 2<x<4

Gracias al apartado anterior sabemos que para dichos va-
lores la funcién es continua y derivable en todo su do-

minio. Para estudiar los extremos absolutos calculamos

f(x):

x2—3x+4 si 0<x<2
fx)= .
X si 2<x<4

2x —3 si 0<x<2
1 si 2<x<4

Imponemos la condicién f' (x) = 0, al ser una funcién a
trozos igualamos a cero cada uno de ellos, pero solo se-
rén validas los valores de x que se encuentren dentro de

su dominio.
Para0 < x < 2:

f'(x) = 2x-3 2x—3=0

3 3
Fix) = 0 x=5es valida porque 5 € [0, 2]

Para2 < x < 4:

FlE =1,

no obtenemos ninguna solucién.

fix) =0

Al igualar a cero la primera derivada, buscamos
los puntos donde la funcién no es diferenciable
asi obtendremos los punto criticos, que serdn los
posibles maximos, minimos o puntos de inflexién.
Siendo f (x) una funcién continua en el interva-
lo [a, b] y derivable (4, b) podemos determinar
la monotonia si estudiaremos el signo de f’ (x)
pues:

m Sif’(x) > 0 paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente creciente en el intervalo

(a, b).

m Sif/(x) < 0 paratoda x € (a, b), entonces
f es estrictamente decreciente en el inter-
valo (a, b).

En los valores de x donde pasamos de crecer a
decrecer tendremos un méaximo relativo, mientras
que si pasamos de decrecer a crecer tendremos un
minimo relativo.

6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.


http://lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

3
Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando el tnico punto critico x = 5 junto con x = 2 por ser donde

pasamos de una funcién a otra y sus extremos serdn los valores entre los que se encuentra definida, es decir

entre 0 y 4.
Intervalos (0, %) (%, 2) (2, 4)
Signo de f’ (x) ff(x)<0 | ff'(x)>0]| f'(x) >0

Comportamiento de f (x) | \, Decrece | " Crece | " Crece

Por definicién donde se produce un cambio en la monotonia (y no es un problema del dominio) nos encon-

tramos ante los méximo y minimos relativos de la funcién, en nuestro caso para x = 5 pasamos de decrecer
a crecer por tanto tenemos un minimo relativo. Ahora calculamos la imagen para el valor de x para obtener

su valor en el eje de ordenadas (eje OY) sustituyéndolos en f (x).

2
3 3 3 7 . . 37
flzl=1z] —3: 3 +4= = 1,75 — Minimo relativo en el punto A 1

Como el enunciado nos pide los extremos absolu- |

tos, valores maximos y minimos que alcanza la fun- Slegfin. el feoizna clp irshoss @l mme fnaen

f es continua en un intervalo cerrado y acotado

cién, al estar acotada estos pueden alcanzarse en los la, b], entonces hay al menos dos puntos ¢ y d per-

extremos de acotacién, en nuestro caso x = 0 y tenecientes a dicho intervalo donde f alcanza sus
x = 4, o en los propios extremos relativos, sencilla- valores extremos absolutos.
mente calcularemos la imagen de f en los extremos Para determinar extremos absolutos o globales

. nos bastard con calcular las imagen de sus ex-
del intervalo dado y los compararemos con los ex- : ,
tremos relativos y de los extremos del intervalo,

tremos relativos, aquel que nos de la imagen con el siendo su méximo y minimo absolutos aquellas

valor méas alto serd nuestro méximo absoluto mien- con el valor més alto y més bajo respectivamente.

tras que el mds bajo serd nuestro minimo absolu-

to.

F0)=(0?-3-0+4=4

f(4) = (4)> - 3-4+4 = 8 — Médximo absoluto en el punto B (4, 8)

Nuestro méximo absoluto se alcanza en x = 4, tomando un valor de 8 y el minimo absoluto en este caso

coincide con el minimo relativo.

7

f (x) tiene un minimo relativo que coincide con el minimo absoluto en A > 1

f (x)tiene un méximo absoluto en B (4, 8).

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 7
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2010. SUPLENTE JUNIO. OPCION B.EJERCICIO 1.

3
X
Sea f la funcién definida como f (x) = 2 _pparax # +1.

a) [1 punto] Estudia y halla las asintota de la gréfica de f.
b) [0,75 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
¢) [0,75 puntos] Esboza la grafica de f.

Calculamos el dominio de f (x): |

El dominio de una funcién racional (que tenga x
en el denominador) son todos los valores menos
domf (x) - {x €ER:x?—1 7 0} los que anulan el denominador. Calculamos su
dominio simplemente igualando su denominador
x2—1= 0; x2=1 ;X = :i:\/I = +1 a cero y resolviendo la ecuacién que obtendremos,
asi su dominio sera todos los nimeros reales me-
nos las soluciones que hemos obtenido.

domf (x) =Vx € R\ {1}

a) Una funcién puede tener asintota vertical (AV'), hori-
zontal (AH) y oblicua (AO).

AV: En funciones de cociente de polinomios sabemos e —

que las asintotas verticales corresponden a los valo- RS S (SR TR en iR va il el RS

. fica de f si:
res que anulan el denominador y no anulan al nu-
merado. En este caso solamente ocurre para x = lim f=+c0 o lim f =+
x—k- x—k+t

+1.

Siendo k las raices reales del denominador que no
lo sean del numerador.

(=}
-
(=)
(o]
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=)
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Estudiamos los limites laterales para conocer la posicién

de la gréfica de f respecto a su asintota vertical.

Para x — —1: |

Posicién de la grafica respecto a la AV

lim —— = =
T T o

x3 -1

l' —_— = — =
x—ztnl*xz—l 0~ Feo

Tiene AVenx = —1

8 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Parax =1:
li <
xiﬁ{xz—l o 0___ ®
y x3 1
xiT{lerz -1 o 0_+_ oo
Tiene AV en x = +1
AH:
3
X — o0 ’
lim ———=——IND =%
x——ocoxs — 1 +oo
y 3x2 i 3x
e 2X e 2

No tiene AH por la rama izquierda.

3
X —+ o0 /
lim ———=——IND £
x—4ooxs — 1 “+o00
o 3x? . 3x
lim — = lim — = +o
x—+oo 2x x——+o0 2

No tiene AH por la rama derecha.

www.lasleccionesdemrwh1t3.wordpress.com

Una recta y = k es una asintota horizontal de la
gréfica de f si:

Iim f=k o xiz;rfoof:k

X—r—o0
Si al realizar los limites obtenemos un co decimos
que la grafica no posee asintota horizontal.
En funciones racionales de polinomios si el grado
del numerador es mayor al grado denominador
no tendrd Asintota Horizontal.

La grafica de f no posee asintota horizontal ( resultado que sabiamos de antemano, en funciones racionales

irreducibles cuando el grado del polinomio del numerador es una unidad mayor que el polinomio que

compone el denominador sabemos con seguridad que tendra asintota oblicua ).

AO: Tiene la formay = mx +n

i) Calculamos m:

3
3
X 2 X
:lsz():li 24 1—lzm 5
x—+oo X x—+oo X x—>+oox-(x —1)
x3 —+ oo ’
= lim ——=——IND %
x—+4ooXx° — X —+ oo
3x2 + o0 /
= lim - IND £,
x—4003x2 —1 400
6x 6
e T 6

Una recta y = mx + n es una asintota oblicua de
la grafica de una funcién y = f (x)si:

x
= limfi ),siendom;éo, +o00
= n:JCango(f(x)—mx),31endon eR

Siuna f posee una AH entonces no tiene una AQ,
pero sino tiene AH puede tener AO.

En funciones racionales, irracionales y en funcio-
nes a trozos debemos hacer por separado los limi-
tes para tooporque podemos obtener resultados
distintos.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 9
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ii) Como m = 1, procedemos a calcular n:

3
n=lim (f (x) —mx) = lim <x2—1_x> =

X—00 X—00
y B —x-(x*—1) p -3+ x
= x2—1 s x2—1
X + oo ’ 1 1
= lim o —=——IND =% lim -——= — =0
x—ooxs — 1 “+00 x—002X 00

La asintota oblicua de la grafica de f tiene la forma y = x. N

Estudiamos la posicion de la curva respecto de la R CEIA EHEA FE i ()

asintota oblicua. Para ello haremos los limites cuan- {
do x tiende a +co de la grifica de f menos la .

A.O. s/

x3 |2
lim [2_1—(x)]: /

X——00

X — Q0 ’ 1 1
= lim — IND 25y i — =~ — 0

x——ocox2 —1 +o00 ¥——002X  —00

Al obtener 0~ cuando x tiende a —oo, sabemos que por la rama izquierda la grafica de f se aproxima por
debajo de la asintota oblicua.

y x3 i B —x-(x*—1) y = +x

x%lToo xz—l_(x) _x%lToo x2—1 _xﬁlToo x2—-1
X -+ 00 / 1 1

lim IND 22, g 0t

5 = m — = —- =
x—4oox? — 1 +o0 x—+02x 400

Al obtener 0" cuando x tiende a 400, sabemos que por la rama derecha la gréfica de f se aproxima por
encima respecto de la asintota oblicua.

Las rectas x = £1 son asintotas verticales a la grafica de f.

La recta y = x es la asintota oblicua a la grafica de f.

1 0 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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Calculamos f’ (x) : Al igualar a cero la primera derivada, buscamos 25

los puntos donde la funcién no es diferenciable E

A3 asi obtendremos los punto criticos, que seran los m

f (x) = ﬁ posibles maximos, minimos o puntos de inflexién. 'z

Siendo f (x) una funcién continua en el interva- e

3x%- (x2 — 1) — X3 2x lo [a, b] y derivable (a, b) podemos determinar 5‘

= (x2—1) 2 = la monotonia si estudiaremos el signo de f’ (x) o

pues: o

3xt —3x2 — 2x4 o

- (x2 — 1>2 - = Sif’(x) > 0 paratoda x € (a, b), entonces E

f es estrictamente creciente en el intervalo D

xt — 3x? (a, b). —

@1 =

m Sif’(x) < 0paratodax € (4, b), entonces ;

Imponemos la condicién f' (x) = 0, para determinar los f ‘;S ?s“r;tamente CES T SCIE G 'I-LJ

valo (a, b).

puntos criticos: A~

-

95]

a’

: xt=3x% | =322 =0; ¥*- (x2-3) =0 S

X)) = ——
f(x) (x2 —1)* x> =0 x =0 (doble)
fl(x) = 0 X>—3=0—x=4V3

Estudiamos el signo de f’ (x), incorporando los puntos criticos obtenidos anteriormente, x; = —+/3,

xp =0, x3 =3 y los problemas en el dominio, x = +1:

Intervalos (—oo, —ﬁ) (—\@, —1) (-1,0) (0, 1) (1, ﬁ) (ﬁ, +oo)

ity | S0 <0 | F@<0] F0<0 | F@<0 | F@)>0
Comportamiento
de f (x) " Crece N\ Decrece | \ Decrece | \ Decrece | “\, Decrece " Crece

Solucion:

Xx) es estrictamente creciente en (—oo, —\/§> .

f(x)

f (x) es estrictamente decreciente en (— V3, 0) NA{-1}.
f (x) es estrictamente decreciente en (O, \/5) A1}
f(x)

X) es estrictamente creciente en (\/5, +oo>.

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 1
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¢) Para su representacién es mds que suficiente con la informacién obtenida en los apartados anteriores
pero calcularemos los puntos de corte con los ejes de coordenadas para tener algtin punto y esbozarla con
mayor precision.

Punto de corte con los ejes:
Eje OX, le imponemos la condicién y = 0, sencillamente igualamos a cero la funcién dada y resolvemos la

ecuacién que obtenemos:

A3

—0 13— — -
m—O, x°=0—x=0 (triple)

El punto de corte con el eje OX es A (0, 0), al obtener el punto (0, 0) no es necesario calcular el punto de
corte con el eje OY porque serd el mismo.

Representacion de la grafica de f:

1 2 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2010. SUPLENTE SEPTIEMBRE. OPCION B.EJERCICIO 1.

[2,5 puntos] Sea f : R — R la funcién definida como f (x) = (x + 1) v/3 — x. Halla las ecuaciones de la
recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en el punto de abscisa x = —5 y en el punto de abscisa
x =2

La ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en x = a tiene la siguiente expresion:
y—fla)=f(a)-(x—a) (1)
Mientras que la ecuacién de la recta normal a la gréfica de f en x = a es de la forma:

y—f(a)z—j%«x—a) @

Para poder obtenerlas calcularemos previamente f’ (x), asi podremos determinar f (—5), f (2), f' (=5) y

f'(2).

flx)=(x+1)¥3—x
F(=5)=(-5+1)Y3—(-5)=—4-V8=—8
fFR)=Q+1)Y3-(2)=3-V1=3

=133+ (x+1)- (0-1) =B x—

1
3-7/(3—x)* 3-7/(3—x)*

-5+1 —4 1 7
3-4/(3-(-9) '
2+1 3
f@=-0) - —F—==1-3=1-1=0
3-4/(3-(2)
» Para x = —5: Sustituimos los valores en las expresiones de la recta tangente (1) y en la recta normal

(2) para obtenerlas.

7 7
Su recta tangentesesy — (—8) = 3 (x—(=5) »y+8= 3 (x + 5) expresada en forma punto-pendiente.

Aunque a continuacion la reescribiremos para expresarla en forma explicita.

g 7 5 7 35 g 7 11
yr8=g ioiy=gtg8ay=yty

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. ©08] 1 3
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3
-(x—=(-5)) - y+8 = —=- (x+5) expresada en forma punto-

Su recta normal es y — (—8) = — 7

SSTREN e

pendiente.

Aunque a continuacion la reescribiremos para expresarla en forma explicita.

g 3 5 3 15 g 3 71
y+ —_§(x+ ), y—_§x—7— —>y—§x—7

» Para x = 2: Sustituimos los valores en las expresiones de la recta tangente (1) y en la recta normal (2)
para obtenerlas.

Su recta tangentesesy — (3) =0 (x —(2)); y—3=0-(x—2) = y — 23 = 0 expresada en forma punto-
pendiente.

Aunque a continuacion la reescribiremos para expresarla en forma explicita.
y—-3=0—-y=3

1 x—2
Su recta normal es y — (3) = ~5 (x—(2); y—3 = —(0); 0-(y—3) = —x+2—=>x-2=0
expresada en forma punto-pendiente.

Aunque a continuacion la reescribiremos para expresarla en forma explicita.

x—2=0—x=2

Para este apartado podriamos tardar menos tiempo si nos damos cuenta que la recta tangente y normal en
un punto P (a, b) donde la pendiente de su recta tangente es cero, f' (a) = 0,sondelaformay =byx =a,
porque al ser cero la derivada en un punto nos indica de que se trata de una recta horizontal y como la

recta normal es la perpendicular a la tangente entonces la recta perpendicular a una horizontal solo puede
ser una recta vertical.

Solucion:

7 1

La ecuacién de la recta tangente a la grédficade fenx = —5esy = 5 + 3
3 71
La ecuacién de la recta normal a la gréficade fenx = —5esy = AR

La ecuacién de la recta tangente a la graficade fenx =2esy = 3.

La ecuacién de la recta normal a la graficade fen x =2 es x = 2.

1 4 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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2010. RESERVA A.OPCION B.EJERCICIO 3.

Sea f : (0, +00) — R la funcién definida por f (x) = In (x* 4 3x), donde In denota el logaritmo neperiano.
(a) [1,5 puntos] Determina, si existen, los puntos de la gréfica de f en los que la recta tangente a la gréfica
es paralela a la recta de ecuacion x — 2y +1 = 0.

(b) [1 punto] Halla la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 3.

a) Si la tangente a su gréfica debe ser paralela a (N

x+1 Si la ecuacion de la recta tangente es paralalela a
la recta x -2y +1 = 0 — y = > = la recta y = mx + n, sabemos que ambas pendien-
1 1 1 tes deben de coincidir, por tanto f' (a) = m, la
Ex + 5 se cumple que f’ ( x)=§z al aplicar dicha con- derivada de f en un punto es la pendiente de la

.., tangente a la curva.
dicion obtendremos los valores de la coordenada x &

de los puntos que la verifican, para ello necesi-

tamos calcular previamente la derivada de la fun-

cion.
1 2x +3
_ 2 1 (x) — : .
f(x)=1In(x +3x)—>f(x)—x2+3x (2x +3) e
2x+3
f(x) = 243 |, 2x+3 1
1 X243x 2
f(x) = 5

Resolvemos la ecuacion obtenida.

2x+312231234623260
m—é, '(X+)—‘(X+X), X + —X—I—X,x—x—-

L1141 (-6) 1is_{ ¥ = —2 No valida

X 21 - 3

X2

De las dos soluciones obtenidas rechazamos x; = —2 por no pertenecer al dominio de f: (0, +0). Ahora
necesitamos obtener su coordenada en el eje de ordenadas (Eje OY), para ello calcularemos la imagen de
dichos puntos sustituyéndolos en f (x).

f(3)=In(3*+3-3) =In(18) — A(3, In(18))

El punto de la grafica de f en el que la recta tangente es paralela a la recta x — 2y +1 = 0 es
A (3, In(18)).

Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons. 1 5
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b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en x = 3 tiene la siguiente expresion:

y—f@)=f3)(x-3) (1)

Todos los valores los tenemos calculados gracias al apartado a), por tanto solo tenemos que sustituirlos en
la ecuacion de la recta tangente (1).

£(3) =1n(18)

! 3 _ 1
£8)=
1
y—In(18) = 3 (x — 3) expresada en forma punto-pendiente.

Aunque a continuacion la reescribiremos para expresarla en forma explicita.

—_

1 3
y—In(18) = -(x—3)—>y:—~x—§+ln(18)

2

N |

La ecuacién de la recta normal a la gréfica de f en x = 3 tiene la siguiente expresion:

y—fB)=- (¥ =3) (2)

1
/3

Solo tenemos que sustituir los valores que ya tenemos en la ecuacién de la recta normal (2).

1
y—In(18) = 7 (x —3) = y—1In(18) = —2- (x — 3) expresada en forma punto-pendiente.

2

Aunque a continuacion la reescribiremos para expresarla en forma explicita.

y—m(18)=-2-(x—3) > y=—-2x+6+1n(18)

Solucion:

La ecuacion de la recta tangente a la graficade fenx =3esy = —-x — =+ In (18).
g g Y 5 5

La ecuacion de la recta normal a la gréficade fenx =3 esy = —2x + 6 + [n (18).

1 6 Este obra cuyo autor es Juan Blanco esta bajo una licencia de Reconocimiento-NoComercial 4.0 Internacional de Creative Commons.
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